
RYSZARD STELLER

Politechnika Wroc³awska
Wydzia³ Chemiczny
Zak³ad In¿ynierii i Technologii Polimerów
ul. Wybrze¿e Wyspiañskiego 27, 50-370 Wroc³aw

Przep³yw uogólnionych cieczy newtonowskich w kanale œlimaka
uk³adu uplastyczniaj¹cego wyt³aczarki

Streszczenie — Przedstawiono teoretyczn¹ analizê izotermicznych, ustalonych i w pe³ni rozwiniêtych
przep³ywów uogólnionych cieczy newtonowskich w kanale œlimaka. Wykazano, ¿e natê¿enie prze-
p³ywu mo¿na opisaæ prostym wyra¿eniem ogólnym s³usznym dla ka¿dej cieczy, przy czym parame-
try tego równania, które trzeba zwykle wyznaczaæ metodami numerycznymi, zale¿¹ od rodzaju cie-
czy. Z tego wzglêdu w odniesieniu do najwa¿niejszego w praktyce równania cieczy potêgowej omó-
wiono efektywne metody przybli¿onego obliczania tych parametrów, co prowadzi do prostych rów-
nañ wi¹¿¹cych natê¿enie przep³ywu zarówno jedno-, jak i dwukierunkowego z parametrami roboczy-
mi procesu wyt³aczania. Omówiono tak¿e mo¿liwoœci zastosowania uzyskanych wyników do obli-
czeñ charakterystyk przep³ywów nieizotermicznych w kana³ach zakrzywionych o ma³ej szerokoœci
wzglêdnej z uwzglêdnieniem przep³ywu przeciekowego.
S³owa kluczowe: uk³ad uplastyczniaj¹cy wyt³aczarki, przep³yw w kanale œlimaka, uogólnione ciecze
newtonowskie, równanie potêgowe, analiza teoretyczna, parametry robocze, przybli¿one obliczanie
natê¿enia przep³ywu.

FLOW OF GENERALIZED NEWTONIAN LIQUIDS IN SCREW CHANNEL OF EXTRUDER PLAS-
TICATING SYSTEM
Summary — Theoretical analyses of isothermal, stationary and fully developed flows of generalized
Newtonian liquids in a screw channel are presented (Fig. 1) in the paper. It is shown that the flow rate
can be described by the simple general expression valid for every liquid. Parameters of this expression,
which usually should be determined by numerical methods, depend on the type of liquid. Because of
this, the effective methods of approximate calculations of these parameters are discussed for the most
important practically equation of power law liquid. They lead to the simple equations describing
connection of the rate of unidirectional or bidirectional flow and operation parameters of extrusion
process (Fig. 2 and 3). Possible applications of the obtained results in the calculations of characteristics
of non-isothermal flows in the curved channels of small relative widths and with existence of leakage
flows were discussed as well.
Key words: extruder plasticating system, screw channel flow, generalized Newtonian liquids, power
law equation, theoretical analysis, operation parameters, of approximate calculation of flow rate.

Powszechnoœæ wystêpowania zjawiska przep³ywów
ciek³ych uk³adów polimerowych w ró¿nych urz¹dze-
niach przetwórczych i pomiarowych spowodowa³a, ¿e
stanowi¹ one przedmiot wielu analiz teoretycznych
i doœwiadczalnych, co znalaz³o odbicie w postaci licz-
nych poœwiêconych tej tematyce artyku³ów, monografii i
podrêczników. Do najbardziej znanych zbiorczych opra-
cowañ zagranicznych nale¿¹ np. pozycje [1—8]. Spoœród
prac opublikowanych przez autorów krajowych wymie-
niæ nale¿y np. monografie lub podrêczniki [9—11].

Wœród ró¿nych rodzajów przep³ywów cieczy poli-
merowych bardzo wa¿n¹ klasê stanowi¹ przep³ywy w
kanale œlimaka urz¹dzeñ s³u¿¹cych do przetwarzania
tworzyw polimerowych. Du¿e znaczenie teoretycznych
i doœwiadczalnych prac nad modelowaniem takich prze-

p³ywów (por. np. [12, 13]) wynika z faktu, ¿e uzyskane
adekwatne modele u³atwiaj¹ projektowanie i optymali-
zacjê uk³adów uplastyczniaj¹cych wyt³aczarek oraz
wtryskarek œlimakowych, które s¹ najszerzej stosowany-
mi w praktyce maszynami przetwórczymi.

Rozmaite aspekty opisu przep³ywu w kanale œlimaka,
uwzglêdniaj¹ce nienewtonowskie w³aœciwoœci cieczy poli-
merowej, izotermicznoœæ i wymiarowoœæ (liczbê sk³ado-
wych prêdkoœci) przep³ywu, wp³yw krzywizny i œcian
bocznych kana³u, istnienie przep³ywu przeciekowego oraz
inne czynniki analizowano ju¿ w du¿ej liczbie opracowañ
zarówno obcych [1, 3, 5, 8, 14, 15], jak i krajowych. Do tych
ostatnich nale¿¹ wspomniane ju¿ pozycje [9—11], jak
równie¿ artyku³y [16—19], a tak¿e w³asne prace autora,
np. cytowane w dalszej czêœci tego artyku³u.
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Celem niniejszej pracy jest wykazanie, ¿e w odniesie-
niu do izotermicznego, rozwiniêtego i ustalonego prze-
p³ywu ciœnieniowo-wleczonego w kanale œlimaka istnie-
je prosty wzór opisuj¹cy natê¿enie przep³ywu wzd³u¿
osi kana³u, który s³uszny jest w przypadku jedno- lub
dwukierunkowych przep³ywów dowolnej uogólnionej
cieczy newtonowskiej. Ponadto, zaproponowano sposób
przybli¿onego obliczania parametrów tego wzoru dla
wa¿nego w praktyce równania Ostwalda i deWaele
(równania potêgowego), co umo¿liwia adekwatny opis
przep³ywu bez stosowania metod numerycznych.
Wspomniano tak¿e o mo¿liwoœciach wykorzystania
otrzymanych wyników do opisu przep³ywów nieizoter-
micznych w kana³ach o skoñczonej szerokoœci b¹dŸ za-
krzywionych przy u¿yciu efektywnych sk³adowych
prêdkoœci i gradientu ciœnienia.

ZA£O¯ENIE I ROZWI¥ZANIE OGÓLNE

Zostanie rozpatrzony dwukierunkowy przep³yw
uogólnionej cieczy newtonowskiej o równaniu konsty-
tutywnym:

(1)
gdzie: τij oraz — odpowiednio sk³adowe tensora naprê¿e-
nia i szybkoœci odkszta³cenia, µ — lepkoœæ stanowi¹ca okreœ-
lon¹ funkcjê drugiego niezmiennika jednego lub obu tensorów.

Dla wa¿nego w praktyce równania konstytutywnego
cieczy potêgowej zale¿noœæ lepkoœci od drugiego nie-
zmiennika tensora szybkoœci odkszta³cenia okreœla
wzór:

(1a)

gdzie: m oraz n — sta³e materia³owe równania potêgowego.
Przy za³o¿eniu, ¿e przep³yw jest ustalony, w pe³ni

rozwiniêty i izotermiczny oraz zaniedbaniu si³ bezw³ad-
noœci i grawitacji a tak¿e przyjêciu modelu kana³u p³as-
kiego o ma³ej wysokoœci H w porównaniu z jego szero-
koœci¹ W (rys. 1), sk³adowe gradientu ciœnienia w kanale
∂P/∂x oraz ∂P/∂z staj¹ siê sta³e, natomiast sk³adowe
prêdkoœci vx i vz zale¿¹ jedynie od po³o¿enia y, przy
czym spe³nione s¹ nastêpuj¹ce warunki brzegowe:

vx(0) = 0 i vx(H) = Vx (2a)
vz(0) = 0 i vz(H) = Vz (2b)

gdzie: Vx oraz Vz — sk³adowe prêdkoœci cylindra,
przy czym (w procesie wyt³aczania)

Vx = πDN sin ϕ (3a)
Vz = πDN cos ϕ (3b)

gdzie: D — œrednica wewnêtrzna cylindra, N — prêdkoœæ
obrotowa œlimaka, ϕ — œredni k¹t wzniosu linii œrubowej œli-
maka.

Sca³kowane sk³adowe x oraz z równania ruchu dla
uogólnionej cieczy newtonowskiej z uwzglêdnieniem
przyjêtych za³o¿eñ przybieraj¹ postaæ:

W równaniach (4a) i (4b) wartoœci yx oraz yz s¹ odpo-
wiednio zdefiniowanymi sta³ymi ca³kowania, których
sens fizyczny jasno wynika ze struktury tych równañ.
Warunek y = yx lub y = yz okreœla bowiem zerowanie siê
odpowiednich pochodnych prêdkoœci, co jest równo-
czeœnie warunkiem koniecznym istnienia maksimum
sk³adowych prêdkoœci. Tym samym sta³e te okreœlaj¹ po-
³o¿enie teoretycznych maksimów obu sk³adowych prêd-
koœci, które w ogólnym przypadku mog¹ le¿eæ poza ob-
szarem kana³u 0 ≤ y ≤ H. Na przyk³ad, dla czystego
przep³ywu wleczonego o liniowym profilu prêdkoœci yi

= ±∞.
W odniesieniu do dowolnych wartoœci lepkoœci µ —

z wyj¹tkiem cieczy newtonowskiej (µ = const) — funkcje
(4a) i (4b) s¹ zwykle nieca³kowalne, tzn. sk³adowe prêd-
koœci vx i vz spe³niaj¹ce warunki brzegowe (2a) i (2b) nie
wyra¿aj¹ siê za pomoc¹ funkcji elementarnych i mo¿na
je wyznaczyæ jedynie na drodze numerycznej. Dlatego
te¿ nie mo¿na analitycznie wyznaczyæ jednostkowych
natê¿eñ przep³ywu qx oraz qz w kierunku prostopad³ym
i równoleg³ym do osi kana³u, okreœlanych odpowiednio
wyra¿eniami:

Zerowa wartoœæ natê¿enia przep³ywu w kierunku x
prostopad³ym do osi kana³u wynika z istnienia jego
œcian bocznych, które powoduj¹, ¿e przep³yw w tym
kierunku mo¿e mieæ charakter wy³¹cznie cyrkulacyjny,
tzn. przep³yw wleczony wywo³any sk³adow¹ prêdkoœci
cylindra Vx > 0 jest ca³kowicie równowa¿ony przeciwnie
skierowanym przep³ywem ciœnieniowym o sk³adowej
gradientu ciœnienia ∂P/∂x > 0.

Uk³ad równañ (2)—(5), mimo ¿e zosta³ sformu³owa-
ny ponad 40 lat temu [20], przez prawie 30 lat uchodzi³
za nierozwi¹zalny na drodze analitycznej dla cieczy nie-
newtonowskich. Istnienie rozwi¹zania analitycznego
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Rys. 1. Geometryczna i kinematyczna charakterystyka prze-
p³ywu
Fig. 1. Geometric and kinematic characteristics of flow
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dla cieczy potêgowej uda³o siê wykazaæ w pracy [19], a
nastêpnie — dla cieczy Ellisa — w pracy [22]. W obu
przypadkach natê¿enie przep³ywu wzd³u¿ osi kana³u qz

wyra¿a siê takim samym wzorem. Poni¿ej zostanie po-
kazane, ¿e otrzymany w obu tych pracach wzór opisuje
zachowanie dowolnej uogólnionej cieczy newtonow-
skiej i to nie tylko dla przep³ywu dwukierunkowego,
lecz tak¿e w przypadku przep³ywu jednokierunkowego
(wzd³u¿ osi kana³u) jako przypadku granicznego dla Vx

→ 0.
Bli¿sza analiza wskazuje, ¿e omawiany problem

mo¿na sformu³owaæ w nieco inny, lecz równowa¿ny
sposób. Uwzglêdniaj¹c warunki brzegowe (2a) i (2b)
przy za³o¿eniu, ¿e sk³adowe prêdkoœci vx oraz vz przed-
stawiaj¹ g³adkie (tzn. ci¹g³e i ró¿niczkowalne) funkcje,
mo¿na napisaæ dwie oczywiste równoœci, które stanowi¹
ca³kow¹ postaæ warunków brzegowych:

Ponadto, wyra¿enia (5a) i (5b) mo¿na sca³kowaæ
przez czêœci tak¿e z u¿yciem warunków brzegowych
(2a) i (2b), co prowadzi do zale¿noœci:

Po wprowadzeniu równañ (4a) i (4b) do wzorów (6a),
(6b), (7a) i (7b) otrzymuje siê:

Tak w³aœnie formu³uj¹c problem, ³atwo mo¿na
stwierdziæ, ¿e lewe strony równañ (8a—d) spe³niaj¹ nas-
têpuj¹c¹ kombinacjê liniow¹:

(9)

Podobn¹ kombinacjê musz¹ spe³niaæ tak¿e prawe
strony równañ (8a—d). Prowadzi to do zaskakuj¹co
prostego wyra¿enia na natê¿enie przep³ywu:

(10)

Poniewa¿ wzór (10) zosta³ uzyskany bez jakiegokol-
wiek za³o¿enia odnoœnie do postaci lepkoœci µ, tzn. do
szczegó³owej postaci równania konstytutywnego uogól-
nionej cieczy newtonowskiej, jest on s³uszny dla ka¿dej
uogólnionej cieczy newtonowskiej. Od równania kons-
tytutywnego zale¿¹ jedynie konkretne wartoœci yx, yz

oraz ∂P/∂x (przy znanych wartoœciach Vx, Vz i ∂P/∂z).
Równanie (10) jest wiêc najbardziej ogólnym równaniem
opisuj¹cym natê¿enie przep³ywu dwukierunkowego a
tak¿e przep³ywu jednokierunkowego (jako przypadku
granicznego dla Vx → 0) dowolnych uogólnionych cie-
czy newtonowskich. Dla przep³ywu jednokierunkowe-
go we wzorach (8a—d) nale¿y przyj¹æ:

Vx = 0 oraz ∂P/∂x = 0, lecz Vx/(∂P/∂x) ≠ 0 (11)

ROZWI¥ZANIE DLA RÓWNANIA POTÊGOWEGO

Poni¿ej zostanie szczegó³owo przeanalizowany wa-
riant, gdy lepkoœæ w równaniach (8a—d) jest opisywana
równaniem potêgowym (1a), które dla przep³ywu dwu-
kierunkowego sprowadza siê do wyra¿enia:

(12)

Dalsze rozumowanie naj³atwiej w sposób przejrzysty
prowadziæ stosuj¹c nastêpuj¹ce wielkoœci bezwymia-
rowe:

St¹d równania (8a—d) i (10) przybieraj¹ postaæ:
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Równanie (14e) stanowi uzyskany wczeœniej bezwy-
miarowy odpowiednik równania (14d). Jak wspomnia-
no, uk³ad równañ (14a—c) i (14e) opisuje przep³yw
dwukierunkowy oraz — jako graniczny przypadek —
przep³yw jednokierunkowy, kiedy to zgodnie z równa-
niem (11) nale¿y przyj¹æ:

Ux = 0 oraz χ = 0 lecz Ux/χ ≠ 0 (15)

Uk³ad równañ (14a—c) mo¿na w ogólnym przypad-
ku jedynie czêœciowo sca³kowaæ otrzymuj¹c nastêpuj¹ce
rozwi¹zanie [11, 22]:

Ca³kê w równaniu (16a) mo¿na obliczyæ jedynie w
odniesieniu do niektórych wartoœci sta³ej n.

Przep³yw jednokierunkowy

W przypadku przep³ywu jednokierunkowego, uw-
zglêdniaj¹c warunek (15), wzór (16a) gdy χ = 0 mo¿na
jednak sca³kowaæ dla dowolnych wartoœci n oraz z pod-
uk³adu równañ (16a) i (16c) okreœliæ wartoœci ηx a tak¿e
Ux/χ, wzglêdem których poduk³ad ten jest liniowy. Po
d³u¿szych, doœæ ¿mudnych obliczeniach i podstawieniu
do równania (14e) otrzymuje siê nastêpuj¹cy wzór na
natê¿enie przep³ywu jednokierunkowego:

(17a)

Wystêpuj¹cy w równaniu (17a) parametr ηz mo¿na
wyznaczyæ z równania (16b), które dla χ = 0 (Ux = 0)
przybiera postaæ:

(17b)

Wyra¿enie (17a) mo¿na te¿ oczywiœcie uzyskaæ
w wyniku bezpoœredniego sca³kowania równania (14d)

dla χ = 0, gdy¿ wraz z równaniem (14b) stanowi ono
bezpoœrednie sformu³owanie problemu dla przep³ywu
jednokierunkowego. Wzory (17a) i (17b) mo¿na te¿
uzyskaæ jako szczególne przypadki dwuwymiarowego
przep³ywu ciœnieniowo-wleczonego cieczy Ellisa lub
cieczy potêgowej w szczelinie [23, 24]. Tego rodzaju
przep³yw, w którym równanie (14c) nie jest spe³nione
(istnieje bowiem przep³yw „netto” w warunkach zero-
wego gradientu ciœnienia w kierunku x), jest opisany
równaniami (14a, b, d), w których:

Ux ≠ 0 oraz χ = 0 lecz ηx •χ ≠ 0 (18)

Poniewa¿ przep³yw taki wystêpuje w szczelinie
pierœcieniowej pomiêdzy wspó³osiowymi cylindrami,
z których jeden wykonuje ruch obrotowy przy istnieniu
wzd³u¿nego gradientu ciœnienia, nie nale¿y on do grupy
typowych przep³ywów œlimakowych.

Dla dowolnych wartoœci wyk³adnika n parametr ηz

mo¿na obliczyæ z równania (17b) tylko metodami nume-
rycznymi. Przybli¿one obliczenia analityczne s¹ mo¿li-
we jedynie w dwóch granicznych przypadkach, tj. kiedy
przep³yw ciœnieniowy dominuje nad przep³ywem wle-
czonym b¹dŸ te¿ odwrotnie. Z definicji wielkoœci Uz da-
nej wzorami (13e) i (13g) wynika, ¿e jest ona okreœlona
stosunkiem dwóch prêdkoœci, z których jedna (w liczni-
ku) okreœla intensywnoœæ przep³ywu wleczonego, a dru-
ga (w mianowniku) — intensywnoœæ przep³ywu ciœnie-
niowego. Czystemu przep³ywowi wleczonemu odpo-
wiada Uz = ±∞, natomiast czystemu przep³ywowi ciœnie-
niowemu Uz = 0. W tym ostatnim przypadku z równa-
nia (17b) wynika bezpoœrednio wartoœæ ηz = 1/2.

Stosuj¹c metodê szeregów potêgowych mo¿na obli-
czyæ ze wzoru (17b) przybli¿one wartoœci ηz dla ma³ych
b¹dŸ du¿ych wartoœci Uz (tj. ma³ych wartoœci 1/Uz). Po
ich wprowadzeniu do wzoru (17a) (w którym wyraz
ηz(n+1)/n nale¿y tak¿e rozwin¹æ w szereg potêgowy
w przypadku ma³ych lub du¿ych Uz) mo¿na otrzymaæ
dwa wyra¿enia asymptotyczne, które po przejœciu do
zmiennych wymiarowych przybieraj¹ ostateczn¹ pos-
taæ:

— gdy przep³yw ciœnieniowy dominuje nad przep³y-
wem wleczonym (ma³a wartoœæ Uz)

(18a)

— gdy przep³yw wleczony dominuje nad przep³y-
wem ciœnieniowym (du¿a wartoœæ Uz)

(18b)

Dla n = 1 oba wyra¿enia, zgodnie z oczekiwaniem,
redukuj¹ siê do powszechnie znanego równania charak-
terystyki przep³ywu cieczy newtonowskiej. Jak wiado-
mo [10, 11, 14] charakterystyka takiego przep³ywu nie
zale¿y ani od jego wymiarowoœci (gdy¿ przep³ywy
wzd³u¿ny i poprzeczny s¹ niezale¿ne), ani od wzglêdnej
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(16b)

(16c)

( ) ( ) ( ) d
1

0

2

1
222

z
xn

n

xzxz U
U

−
χ

=ηη−ηχ+η−ηη−η ∫
−













( ) ( )11
1

2

1
2222

1
222

xz
n

n

xz
n

n

xz UU
n

n χ+=













ηχ+η−η−χ+η−

+

++

























( ) ( )1
12

12

χ



 η−++η−χ+ x

zx
U

n

n

( ) ( )1
12

12

1
222 +



 η−+−η−=ηχ+η

+

zxz
n

n

xz U
n

n












( )1
12

1












η−η−

+
=

+
n

n

zzz U
n

n
Q

1
1

11

z
n

n

zn

n

z U
n

n =













η−η−

+

++

( ) sgn
21222

1
1

2







∂
∂







∂
∂

+
−=

z

P

m

H

z

P

n

nH
HVq

n
zz

( )128

1

2

1
13

z

P

H

V

m

H

nn

n
HVq

n
z

zz ∂
∂







+
+−=

−

( ) ( )11
χ

η−−η−= x
zzx

U
UQ

(14c)

(14d)

(14e)

( )( ) ( ) d
1

0

2

1
222

χ
=ηη−ηχ+η−ηη−ηη∫

−
xn

n

xzx
U













( ) ( ) ( ) d
1

0

2

1
222 QU z

n

n

xzz −=ηη−ηχ+η−ηη−ηη∫
−













POLIMERY 2009, 54, nr 4 291



intensywnoœci przep³ywów ciœnieniowego i wleczo-
nego.

Równanie (18a) stanowi prost¹ superpozycjê prze-
p³ywu ciœnieniowego i wleczonego cieczy potêgowej i
jest doœæ czêsto u¿ywane do modelowania przep³ywu.
Wydaje siê jednak, ¿e zastosowanie tego równania nie
mo¿e byæ w pe³ni uzasadnione w œwietle przedstawio-
nych powy¿ej wyników teoretycznych. W przypadku
realnego przep³ywu cieczy w kanale œlimaka, przep³yw
wleczony ma charakter podstawowy, a przep³yw ciœnie-
niowy jest jedynie jego konsekwencj¹. Dlatego te¿ powi-
nien on mieæ istotne znaczenie jedynie w warunkach
gwa³townych zmian przekroju kana³u (np. w strefach
œlimaka o du¿ym sprê¿aniu na ma³ej d³ugoœci). Wobec
dominuj¹cej roli przep³ywu wleczonego w wiêkszoœci
przep³ywów œlimakowych, wydaje siê, ¿e do adekwat-
nego opisu przep³ywu cieczy nienewtonowskich bar-
dziej uzasadnione teoretycznie jest zastosowanie wzoru
(18b). Ze wzoru tego wynika, ¿e przep³yw ciœnieniowy
jest proporcjonalny do gradientu ciœnienia i zale¿y do-
datkowo od intensywnoœci (prêdkoœci) przep³ywu wle-
czonego. Zachowanie takie by³o rzeczywiœcie obserwo-
wane w doœwiadczeniach [14].

Rysunek 2 ilustruje porównanie dok³adnej charakte-
rystyki przep³ywu wg równañ (17a) i (17b) z charakte-
rystyk¹ przybli¿on¹ wg równania (18b), przy czym, dla
porównania, charakterystyki te przedstawiono w jedno-
litym zapisie jako zale¿noœæ wzglêdnego natê¿enia prze-
p³ywu od bezwymiarowego gradientu ciœnienia:

gdzie: qD — natê¿enie przep³ywu wleczonego, x — bezwy-
miarowy gradient ciœnienia.

Wartoœæ qD jest okreœlona wyra¿eniem:

(21a)

a wartoœæ x równaniem:

(21b)

Z rysunku 2 wynikaj¹, jak mo¿na by³o zreszt¹ oczeki-
waæ, widoczne rozbie¿noœci pomiêdzy rozwi¹zaniem
dok³adnym i przybli¿onym (krzywe 2 i 3 oraz 4 i 5) wys-
têpuj¹ce w obszarze wiêkszych wartoœci parametru x,
tzn. du¿ej wzglêdnej intensywnoœci przep³ywu ciœnie-
niowego. Potwierdza to poprzednie stwierdzenie, ¿e
bardzo proste równanie (20) b¹dŸ jego wymiarowy od-
powiednik (18b), które umo¿liwiaj¹ ³atwe obliczanie
wartoœci gradientu ciœnienia przy znanym natê¿eniu
przep³ywu, mo¿na stosowaæ, praktycznie bior¹c, w ca-
³ym najbardziej istotnym zakresie zmian wzglêdnej in-
tensywnoœci przep³ywu ciœnieniowego i wleczonego.
Dotyczy to tak¿e obliczeñ charakterystyk przep³ywu
w kanale o skoñczonej szerokoœci, jeœli zastosuje siê kon-
cepcjê tzw. efektywnego gradientu ciœnienia i efektyw-
nej prêdkoœci œciany [22, 25]. Polega ona na zast¹pieniu
wielkoœci Vz i ∂P/∂z wystêpuj¹cych bezpoœrednio lub
poœrednio we wzorze (21b), przy czym ∂P/∂z i V wi¹¿e
równanie (13e), wielkoœciami efektywnymi okreœlonymi
jako:

gdzie: FP i FD — wspó³czynniki kszta³tu w przypadku prze-
p³ywu, odpowiednio, ciœnieniowego i wleczonego cieczy new-
tonowskiej w kanale o skoñczonej szerokoœci (porównywalnej
z wysokoœci¹) [9—11, 14], uwzglêdniaj¹ce hamuj¹cy wp³yw
œcian bocznych na obydwa wspomniane typy przep³ywu.

Wielkoœci efektywne w kierunku z równoleg³ym do
osi kana³u mo¿na tak¿e stosowaæ we wszystkich innych
wzorach podanych wczeœniej. Nale¿y te¿ dodaæ, ¿e
wspó³czynniki kszta³tu w kierunku x prostopad³ym do
osi kana³u s¹ równe jednoœci, gdy¿ szerokoœæ kana³u
w tym kierunku jest równa w rzeczywistoœci jego d³u-
goœci, która z za³o¿enia jest bardzo du¿a. Przy u¿yciu
wielkoœci efektywnych wszystkie wyra¿enia uzyskane
dla n = 1 opisuj¹ przep³yw cieczy newtonowskiej w ka-
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Rys. 2. Porównanie rozwi¹zania dok³adnego [wg równanñ
(17a) i (17b)] oraz przybli¿onego [wg równania (18b)] dla
ró¿nych wartoœci n w przypadku przep³ywu jednokierunkowe-
go cieczy potêgowej: 1 — n = 1 (ciecz newtonowska), 2 — n =
0,5 (rozwi¹zanie dok³adne), 3 — n = 0,5 (rozwi¹zanie przybli-
¿one), 4 — n = 0,25 (rozwi¹zanie dok³adne), 5 — n = 0,25
(rozwi¹zanie przybli¿one)
Fig. 2. Comparison of the solutions: exact one [according to
equation (17a) and (17b)] and approximate one [according to
equation (18b], for various n values, for unidirectional flow of
power law liquid: 1 — n = 1 (Newtonian liquid), 2 — n = 0.5
(exact solution), 3 — n = 0.5 (approximate solution), 4 — n =
0.25 (exact solution), 5 — n = 0.25 (approximate solution)
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nale o skoñczonej szerokoœci. Stosuj¹c wielkoœci efek-
tywne mo¿na tak¿e uwzglêdniæ wp³yw innych czynni-
ków, np. krzywizny kana³u lub przep³ywu przecieko-
wego, dziêki wprowadzeniu dalszych wspó³czynników
korekcyjnych obliczanych tak jak dla cieczy newtonow-
skiej [14].

Z rysunku 2 wynika te¿, ¿e w odniesieniu do prze-
p³ywu jednokierunkowego krzywe odpowiadaj¹ce ró¿-
nym wartoœciom n przecinaj¹ siê w punkcie o wspó³-
rzêdnych x = 0 (zerowy gradient ciœnienia) oraz qz/2qD =
1/2 (przep³yw ca³kowity równy przep³ywowi wleczo-
nemu).

Przep³yw dwukierunkowy

Numeryczne obliczenia charakterystyki przep³ywu
dwukierunkowego opisanego wzorami (14e) oraz
(16a—c), wskazuj¹ tak¿e na istnienie wspólnego punktu
przeciêcia krzywych dla ró¿nych wartoœci n, któremu
jednak odpowiada pewna wartoœæ x < 0 [21, 22]. St¹d dla
x = 0 cieczom pseudoplastycznym odpowiada wartoœæ
qz/2qD < 1/2, natomiast cieczy newtonowskiej (n = 1) —
wartoœæ qz/2qD = 1/2.

Przyk³ad charakterystyki przep³ywu dwukierunko-
wego w przypadku typowego œlimaka o skoku zwoju
równym œrednicy (ϕ = 17,7o) przedstawia rys. 3. Nale¿y
dodaæ, ¿e ze wzrostem k¹ta wzniosu linii œrubowej ϕ

wspólny punkt przeciêcia krzywych dla ró¿nych war-
toœci n przesuwa siê wzd³u¿ odnosz¹cej siê do cieczy
newtonowskiej prostej n = 1 w kierunku coraz mniej-
szych wartoœci x. Dla ϕ = 0, tj. przep³ywu jednokierun-
kowego, krzywe przecinaj¹ siê w punkcie x = 0, co
przedstawia rys. 2.

Poni¿ej zostanie przedstawione przybli¿one rozwi¹-
zanie dotycz¹ce przep³ywu dwukierunkowego dla istot-

niejszego w praktyce przypadku ma³ych wartoœci Uz,
tzn. kiedy przep³yw wleczony dominuje nad przep³y-
wem ciœnieniowym. Sprowadza siê ono do wyznaczenia
wartoœci parametrów ηx, ηz i Ux/χ, wystêpuj¹cych we
wzorze (14e). Pierwsze przybli¿enie odnosz¹ce siê do
tych parametrów mo¿na otrzymaæ zastêpuj¹c cz³on po-
têgowy w ca³kach (14a—c) wartoœci¹ œredni¹ obliczon¹
dla œrodka przedzia³u ca³kowania, tj. dla η = 1/2. Wyko-
nuj¹c ca³kowanie tak jak dla cieczy newtonowskiej
otrzymuje siê:

We wzorach (23a—c) uwzglêdniano dodatkow¹ za-
le¿noœæ wynikaj¹c¹ z zastosowanej metody przybli¿one-
go rozwi¹zania uk³adu (14a—c):

(24)

Podstawiaj¹c (23c) do (23a) otrzymuje siê tak¿e ηx =
1/3. Dla n = 1 równania (23a—c) stanowi¹ dok³adne roz-
wi¹zanie dotycz¹ce cieczy newtonowskiej.

Uwzglêdniaj¹c zale¿noœci (13h) i (21a), równanie
(14e) mo¿na zapisaæ w nastêpuj¹cej, dogodniejszej do
dalszych obliczeñ postaci:

(25)

Dla n ≠ 1 wartoœci ηx oraz Ux/χ obliczone ze wzorów
(23a) i (23c) s¹ jednak zbyt ma³o dok³adne, aby uzyskaæ
dobr¹ zgodnoœæ wartoœci wynikaj¹cych ze wzoru (25)
z obliczeniami numerycznymi. Dostatecznie dok³adn¹
wartoœæ Ux/χ mo¿na obliczyæ z równania (16c), w któ-
rym wczeœniej w miejsce sta³ych ηx, ηz i χ nale¿y podsta-
wiæ odpowiednie dane z równañ (23a—c). Równanie
(16c) umo¿liwia równie¿ obliczenie nowej, dok³adniej-
szej wartoœci ηx, przy czym do obliczeñ niezbêdne s¹
wartoœci Ux/χ i Ux •χ. Wartoœæ Ux/χ nale¿y wyznaczyæ
z równania (16a) wyra¿aj¹c ca³kê przybli¿onym równa-
niem (24), natomiast wartoœæ Ux •χ wyznacza siê z rów-
nania (16b).

Uwzglêdniaj¹c dodatkowo oczywist¹ równoœæ wyni-
kaj¹c¹ ze wzorów (3a), (3b), (13f) i (13g):

Ux = Uz tan ϕ (25a)
oraz wprowadzaj¹c oznaczenie

(25b)

równanie (25) po d³u¿szych przekszta³ceniach mo¿na
zapisaæ w postaci:
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Rys. 3. Charakterystyka przep³ywu dwukierunkowego cieczy
potêgowej w przypadku œlimaka o skoku zwoju równym œred-
nicy (ϕ = 17,7o): 1 — n = 1, 2 — n = 0,5, 3 — n = 0,25
Fig. 3. Characteristics of two-directional flow of power law
liquid in a case of square-pith screw (ϕ = 17.7o): 1 — n = 1, 2
— n = 0.5, 3 — n = 0.25
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gdzie: x — zmienna (bezwymiarowy gradient ciœnienia) zde-
finiowana równaniem (21b).

Ponadto widaæ, ¿e natê¿enie przep³ywu dwukierun-
kowego jest jednoznaczn¹ funkcj¹ tan2ϕ, tzn. zale¿y od
k¹ta wzniosu linii œrubowej œlimaka. W przypadku
przep³ywu jednokierunkowego nale¿y przyj¹æ tan2ϕ =
0. Wówczas w obszarze ma³ych wartoœci x (zaniedbuj¹c
wyrazy stopnia wy¿szego ni¿ drugi) równanie (26) re-
dukuje siê do postaci (20). Dla n = 1 wzór (26) przybiera
zgodnie z oczekiwaniem postaæ równania przep³ywu
cieczy newtonowskiej tak¿e gdy tan2ϕ ≠ 0.

Z prostego porównania zale¿noœci (26) i (20) wynika,
¿e przybli¿ony opis przep³ywu dwukierunkowego jest
o wiele bardziej z³o¿ony ni¿ przep³ywu jednokierunko-
wego. Przep³yw poprzeczny, ogólnie bior¹c, zmniejsza
natê¿enie przep³ywu wzd³u¿nego cieczy nienewtonow-
skiej. W przypadku typowego k¹ta wzniosu linii œrubo-
wej ϕ = 17,7o i typowych dla wielu polimerów wartoœci
wyk³adnika potêgowego n = 0,4—0,6 zmniejszenie to,
którego miar¹ mo¿e byæ np. po³o¿enie punktu przeciêcia
krzywej dla danej wartoœci wyk³adnika n z prost¹ x = 0,
jest stosunkowo niewielkie. Wskazuj¹ na to zarówno
wyniki obliczeñ uwidocznione na rys. 3, jak i obliczenia
wykonane w pracy [21] dotycz¹ce jeszcze innych war-
toœci wyk³adnika równania potêgowego n. Przyjmuj¹c
we wzorze (27) x = 0 otrzymuje siê, na przyk³ad, dla n =
0,5 i œlimaka o skoku zwoju równym œrednicy (ϕ = 17,7o)
zbli¿on¹ do dok³adnych obliczeñ numerycznych war-
toœæ q/2qD = 0,454 zamiast 0,5. Oznacza to, ¿e w typo-
wych warunkach przep³yw poprzeczny jedynie nie-
znacznie wp³ywa na charakterystykê g³ównego prze-
p³ywu wzd³u¿nego. Dlatego te¿ — wobec sporej kom-
plikacji nawet przybli¿onych wzorów opisuj¹cych prze-
p³yw dwukierunkowy — do praktycznych obliczeñ in-
¿ynierskich mo¿na stosowaæ o wiele prostsze, s³uszne
w przypadku przep³ywu jednokierunkowego zale¿noœ-
ci, np. bardzo proste wzory (19a, b).

PODSUMOWANIE

Przedstawiona analiza teoretyczna jedno- i dwukie-
runkowych przep³ywów uogólnionych cieczy newto-

nowskich w kanale œlimaka wykaza³a, ¿e natê¿enie
przep³ywu mo¿na opisaæ prostym wzorem ogólnym,
s³usznym dla dowolnej cieczy z tej klasy, niezale¿nie od
wymiarowoœci przep³ywu. Wykorzystanie tego wzoru
do obliczania charakterystyki przep³ywu wymaga jed-
nak wyznaczenia odpowiednich parametrów, które za-
le¿¹ od równania konstytutywnego i wymiarowoœci
przep³ywu. Do œcis³ego ich wyznaczenia nale¿y stoso-
waæ metody numeryczne. Z tego wzglêdu w odniesie-
niu do najwa¿niejszego w praktyce równania potêgowe-
go opisano efektywne przybli¿one metody obliczania
parametrów równania w przypadku natê¿enia przep³y-
wu zarówno jedno-, jak i dwukierunkowego. Uzyskane
wzory, które w odniesieniu do przep³ywu jednokierun-
kowego s¹ bardzo proste, umo¿liwiaj¹ ³atwe obliczanie
charakterystyk przep³ywu w szerokim zakresie zmian
jego parametrów. Na drodze wprowadzenia odpowied-
nio zdefiniowanych wartoœci efektywnej prêdkoœci i gra-
dientu ciœnienia mo¿na w obliczeniach charakterystyk
uwzglêdniæ dodatkowo wp³yw takich czynników jak
skoñczona szerokoœæ kana³u, jego krzywizna lub prze-
p³yw przeciekowy. Korzystaj¹c z bardzo dobrego przyb-
li¿enia udowodnionego przez Tornera [1] otrzymane
wyniki s³uszne w przypadku warunków izotermicz-
nych mo¿na bezpoœrednio wykorzystaæ do analizy prze-
p³ywów nieizotermicznych, np. adiabatycznego b¹dŸ ze
œlimakiem ch³odzonym lub niech³odzonym. Mo¿na
przy tym rozprzêgn¹æ równanie ruchu i energii stosuj¹c
zmodyfikowan¹ metodê Basowa i Kazankowa [26].
Efektywnoœæ opisanego sposobu analizy przep³ywów
nieizotermicznych potwierdzaj¹ wyniki obliczeñ pre-
zentowane w innych pracach autora [21, 22, 25].
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