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Wp³yw zmiany warunków brzegowych
na charakterystykê przep³ywu œlimakowego

Streszczenie — Przeprowadzono teoretyczn¹ analizê wp³ywu zmiany warunków brzegowych na
charakterystykê przep³ywu cieczy lepkich w kanale œlimaka. Przyjêto dwa skrajne warianty warun-
ków brzegowych: obracaj¹cy siê cylinder i nieruchomy œlimak (A) lub obracaj¹cy siê œlimak i nieru-
chomy cylinder (B). Analizê przeprowadzono w odniesieniu do modeli kana³u p³askiego, pierœcienio-
wego i œrubowego, stosuj¹c odpowiednio wspó³rzêdne prostok¹tne, cylindryczne i œrubowe. W przy-
padku cieczy newtonowskich wykazano, ¿e rozwi¹zania dotycz¹ce dowolnego kana³u i odpowiada-
j¹ce obu wariantom ró¿ni¹ siê jedynie cz³onem opisuj¹cym obrót cia³a sztywnego. Tak wiêc, obydwa
warianty s¹ równowa¿ne, co oznacza, ¿e okreœlaj¹ce wydajnoœæ przemieszczenie cieczy wzglêdem
powierzchni œlimaka jest niezale¿ne od wyboru warunków brzegowych. W przypadku przep³ywu
cieczy nienewtonowskich w kanale p³askim (zaniedbuj¹cym rzeczywist¹ krzywiznê kana³u) wystê-
puj¹ jednak pewne ró¿nice w charakterystyce przep³ywu, zale¿ne od wyboru warunków brzego-
wych. W odniesieniu do kana³u pierœcieniowego i œrubowego, uwzglêdniaj¹cych krzywiznê kana³u,
ró¿nice takie nie pojawiaj¹ siê.
S³owa kluczowe: stopione polimery, charakterystyka przep³ywu, kana³ p³aski, kana³ cylindryczny,
kana³ œrubowy, zmiana warunków brzegowych.

EFFECT OF CHANGE OF BOUNDARY CONDITIONS ON THE SCREW FLOW CHARACTERISTIC
Summary — Effect of change of boundary conditions on flow characteristic of viscous liquids in screw
channel was analyzed theoretically. Two extreme variants of boundary conditions were assumed:
rotating barrel and stationary screw (A) or rotating screw and stationary barrel (B). The analyses were
performed for the flat, cylindrical or helical channel models using rectangular, cylindrical or helical
coordinates, respectively (Fig. 1). In the case of Newtonian liquids it was shown that the solutions for
any channel shape and corresponding to both variants of boundary conditions differ only in terms
describing the solid body rotation. So both variants are equivalent i.e. the liquid displacement in
relation to the screw surface, determining the output, is independent of the choice of boundary
conditions. In case of the flow of non-Newtonian fluids in the flat channel (neglecting the real channel
curvature), however, there are some differences in flow characteristics dependent on the boundary
conditions‘ choice. For cylindrical or helical channels (taking into consideration the channel curvature)
such differences do not appear.
Key words: molten polymers, flow characteristic, flat channel, cylindrical channel, helical channel,
change of boundary conditions.

Przep³yw stopionych polimerów i innych cieczy
zarówno newtonowskich, jak i nienewtonowskich w ka-
nale œlimaka (tj. w obszarze miêdzy zwojami œlimaka)
by³ ju¿ wprawdzie przedmiotem bardzo wielu analiz te-
oretycznych a tak¿e badañ doœwiadczalnych, wci¹¿ jed-
nak o¿ywaj¹ polemiki wzbudzane podwa¿aniem po-
prawnoœci przyjmowanego powszechnie uproszczone-
go modelu opisu tego przep³ywu zak³adaj¹cego, ¿e œli-
mak jest nieruchomy a obraca siê cylinder. W rzeczywis-
toœci bowiem maszyny œlimakowe pracuj¹ oczywiœcie na
zupe³nie odmiennej zasadzie, tzn. cylinder jest nieru-
chomy a obraca siê œlimak. Dlatego te¿ pewna grupa

badaczy twierdzi, ¿e zmiana warunków brzegowych
(czyli przyjêcie modelu z nieruchomym œlimakiem i ru-
chomym cylindrem lub nieruchomym cylindrem i ru-
chomym œlimakiem) prowadzi do powstania ró¿nic
w obliczeniach wartoœci natê¿enia przep³ywu, czyli
zmiany pola przep³ywu [1—6]. Zdaniem innej grupy ba-
daczy ró¿nice takie jednak nie wystêpuj¹ [7—9].

Celem niniejszego artyku³u jest wykazanie, ¿e prze-
p³yw wzglêdem powierzchni œlimaka z uwzglêdnie-
niem krzywizny jego kana³u jest w zasadzie niezale¿ny
od wyboru warunków brzegowych, jednak¿e w przy-
padku przep³ywu cieczy nienewtonowskich pominiêcie
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wp³ywu krzywizny kana³u mo¿e prowadziæ do wyst¹-
pienia pewnych (prawdopodobnie niewielkich) ró¿nic
wyników obliczeñ miêdzy tymi modelami.

ZA£O¯ENIA OPISU PRZEP£YWU W KANALE ŒLIMAKA
— ROZWA¯ANIA OGÓLNE

Jak wiadomo, transportowanie œlimakowe cieczy,
a zw³aszcza cieczy w postaci stopionych polimerów, jest
zwi¹zane z istnieniem dwóch przep³ywów — przep³y-
wu wleczonego (Couette‘a) i przep³ywu ciœnieniowego
(Poiseuille‘a). W rzeczywistych warunkach pracy wyt³a-
czarki oba te typy przep³ywów stanowi¹ efekt wzglêd-
nego ruchu powierzchni œlimaka i cylindra i s¹ ze sob¹
sprzê¿one. Przep³yw ciœnieniowy wynika z istnienia
niezerowego gradientu ciœnienia w kanale, a wiêc, teore-
tycznie bior¹c, nie jest uwarunkowany wystêpowaniem
wspomnianego ruchu wzglêdnego. Przep³yw taki mo¿-
na bowiem wywo³aæ zachowuj¹c nieruchomy zarówno
œlimak, jak i cylinder, dziêki odpowiedniemu zwiêksze-
niu ciœnienia (np. za pomoc¹ sprê¿onego gazu) na wyjœ-
ciu lub wejœciu kana³u œlimaka. Do wyst¹pienia przep³y-
wu wleczonego warunkiem koniecznym jest wzglêdny
ruch powierzchni œlimaka i cylindra a warunkiem wys-
tarczaj¹cym jest istnienie tarcia pomiêdzy ciecz¹ a po-
wierzchni¹ œlimaka i cylindra.

Œrubowy kszta³t kana³u œlimaka i nienewtonowskie
w³aœciwoœci stopionych polimerów powoduj¹, ¿e mate-
matyczna analiza transportu œlimakowego cieczy poli-
merowych jest zadaniem nie³atwym. Rzeczywisty
kszta³t kana³u œlimaka najlepiej odzworowywuje opis
przep³ywu w œrubowym uk³adzie wspó³rzêdnych [4, 5,
10, 11]. Zastosowanie tego uk³adu zwiêksza jednak trud-
noœci rachunkowe, albowiem otrzymywane zale¿noœci
(nawet w najprostszym przyk³adzie, tj. cieczy newto-
nowskiej) s¹ bardziej skomplikowane ni¿ w przypadku
modeli wykorzystuj¹cych wspó³rzêdne prostok¹tne
i cylindryczne. Przybli¿enie opisu przep³ywu we wspó³-
rzêdnych prostok¹tnych zaniedbuje krzywiznê kana³u,
przedstawiaj¹c go (po „odwiniêciu” z rdzenia œlimaka)
w postaci p³askiej rynny o przekroju prostok¹tnym, na-
tomiast przybli¿enie opisu przep³ywu we wspó³rzêd-
nych cylindrycznych uwzglêdnia wprawdzie krzywiz-
nê kana³u, ale modyfikuje jego rzeczywisty kszta³t, zas-
têpuj¹c kana³ œrubowy kana³em pierœcieniowym. Do-
tychczasowe doœwiadczenia wskazuj¹, ¿e najprostsz¹
i najbardziej pogl¹dow¹ analizê zjawisk przep³ywu
uzyskuje siê stosuj¹c wspó³rzêdne prostok¹tne, zw³asz-
cza w odniesieniu do kana³ów p³ytkich.

Niniejszy artyku³ dotyczy próby odpowiedzi na py-
tanie, czy przyjêcie modelu wyt³aczania z obracaj¹cym
siê œlimakiem i nieruchomym cylindrem, b¹dŸ te¿ z ob-
racaj¹cym siê cylindrem i nieruchomym œlimakiem, pro-
wadzi do ró¿nic obliczeniowych wydajnoœci przep³ywu.
Problem ten rozpatruje siê poni¿ej stosuj¹c prostok¹tny
(rys. 1a), cylindryczny (rys. 1b) i œrubowy (rys. 1c) uk³ad
wspó³rzêdnych.

Z punktu widzenia nieruchomego obserwatora zew-
nêtrznego, transportowanie stopionego polimeru w ka-
nale œlimaka mo¿e zachodziæ tylko wtedy, gdy wystêpu-
je ruch powierzchni œlimaka wzglêdem powierzchni cy-
lindra lub odwrotnie. Obserwator ten nie dostrze¿e bo-
wiem ¿adnego przep³ywu, widocznego jako wyp³yw
tworzywa z kana³u œlimaka, je¿eli zarówno œlimak, jak
i cylinder bêd¹ wzglêdem niego nieruchome lub bêd¹
porusza³y siê jednoczeœnie w tym samym kierunku i z
tak¹ sam¹ prêdkoœci¹ jako cia³o sztywne. Wzglêdnoœæ
ruchu powierzchni cylindra i œlimaka przedstawiaj¹
dwa skrajne warianty dostrzegane przez obserwatora:

— A) œlimak jest nieruchomy, a cylinder obraca siê z
prêdkoœci¹ k¹tow¹ ω;

— B) cylinder jest nieruchomy, a œlimak obraca siê
z tak¹ sam¹ prêdkoœci¹ k¹tow¹ ω.

Wariant A, mimo, ¿e teoretycznie mo¿liwy, jest
w praktyce niespotykany. Natomiast wariant B okreœla
rzeczywiste warunki pracy wyt³aczarki. Istniej¹ce przy-
padki poœrednie dotycz¹ sytuacji, w której cylinder i œli-
mak obracaj¹ siê z ró¿nymi prêdkoœciami ω1 i ω2 oraz
|ω1 – ω2| = ω.

W dalszej czêœci artyku³u warianty A i B zostan¹
szczegó³owo przeanalizowane z zastosowaniem
wspomnianych trzech uk³adów wspó³rzêdnych zwi¹za-

Rys. 1. Uk³ad wspó³rzêdnych do opisu przep³ywu w kanale
œlimaka (znaczenia symboli por. dalszy tekst): a) wspó³rzêdne
prostok¹tne, b) wspó³rzêdne cylindryczne, c) wspó³rzêdne œru-
bowe
Fig. 1. Coordinates systems for description of the flow in
a screw channel (for symbols meaning see the further text):
a) rectangular coordinates, b) cylindrical coordinates, c) heli-
cal coordinates
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nych z obserwatorem zewnêtrznym, w odniesieniu do
izotermicznego, w pe³ni rozwiniêtego przep³ywu cieczy
lepkich (newtonowskich lub nienewtonowskich) z za-
niedbaniem si³ bezw³adnoœci oraz si³ masowych. Przed-
miotem rozwa¿añ bêdzie przy tym wy³¹cznie przep³yw
wzd³u¿ osi kana³u œlimaka, determinuj¹cy wydajnoœæ
wyt³aczania.

PRZEP£YW CIECZY W KANALE P£ASKIM

Przep³yw w kanale p³askim jest opisywany w prosto-
k¹tnym (kartezjañskim) uk³adzie wspó³rzêdnych, które-
go bazê stanowi¹ wzajemnie prostopad³e (ortogonalne)
wektory po³o¿one na osiach x, y, z (por. rys. 1a). Stosuj¹c
ogólnie przyjête za³o¿enia upraszczaj¹ce [7, 12], sk³a-
dow¹ równania ruchu opisuj¹c¹ zmiany prêdkoœci prze-
p³ywu cieczy lepkich wzd³u¿ osi z kana³u jako funkcjê
po³o¿enia w przekroju kana³u (x, y) przedstawia rów-
nanie

(1a)

przy czym 0 ≤ x ≤ W (1b)

oraz Rs ≤ y ≤ Rb (1c)

gdzie: νz — sk³adowa wektora prêdkoœci, ∂P/∂z — sk³adowa
gradientu ciœnienia, η — lepkoœæ, W — szerokoœæ kana³u,
Rb — promieñ cylindra (równy promieniowi zewnêtrznemu
œlimaka), Rs — promieñ rdzenia œlimaka.

Wyra¿enia podane w nawiasach [równanie (1a)], s¹
sk³adowymi tensora naprê¿eñ wynikaj¹cymi z ogólnego
równania konstytutywnego cieczy lepkiej. Przedstawie-
nie zale¿noœci dotycz¹cych przep³ywu w kanale p³as-
kim z zastosowaniem symboliki stosowanej zwykle
w odniesieniu do wspó³rzêdnych cylindrycznych i œru-
bowych prowadzi do nierównoœci (1c) (por. rys. 1a—1c).
Przejœcia do tradycyjnego (wg rys. 1a) sposobu zapisu
mo¿na dokonaæ za pomoc¹ podstawieñ:

y‘ = y – Rs (2a)

H = Rb – Rs (2b)

gdzie: H — wysokoœæ kana³u.
Równanie (1a) mo¿na rozwi¹zaæ dla wariantu za-

równo A, jak i B. W wariancie A, powszechnie stosowa-
nym w obliczeniach, warunki brzegowe przybieraj¹
postaæ [7, 12]:

Wyra¿enie (3e), w którym λ jest œrednim k¹tem
wzniosu linii œrubowej, okreœla sk³adow¹ wektora prêd-
koœci k¹towej skierowan¹ równolegle do osi kana³u œli-
maka.

W przypadku cieczy newtonowskiej (η = const) prêd-
koœæ przep³ywu mo¿e byæ wyra¿ona jako suma prêd-
koœci przep³ywu ciœnieniowego i wleczonego. Znane od
dawna rozwi¹zanie równania (1a) spe³niaj¹ce warunki
brzegowe (3a)—(3e) ma postaæ [7, 12]:

Równania (5) i (6) odnosz¹ siê do przep³ywu odpo-
wiednio ciœnieniowego i wleczonego. W wariancie B wa-
runki brzegowe maj¹ postaæ:

Z równañ (7a) i (7b) wynika, ¿e punkty po³o¿one na
œcianach bocznych kana³u œlimaka obracaj¹ siê z tym
wiêksz¹ prêdkoœci¹ liniow¹, im wiêksza jest ich odleg-
³oœæ od osi œlimaka. Znak minus w równaniach wyra¿a
wzglêdnoœæ ruchu (obrót œlimaka „widziany” przez ob-
serwatora musi mieæ kierunek przeciwny ni¿ obrót cy-
lindra).

Rozwi¹zanie równania (1a) z warunkami brzegowy-
mi (7) ma postaæ:

(8)

Dla potwierdzenia wystarczy podstawiæ zale¿noœæ
(8) do równania (1a) przyjmuj¹c, ¿e η = const oraz ¿e

(x, y) spe³nia równanie (1a). Dodatkowo mo¿na te¿
sprawdziæ, ¿e wzór (8) przekszta³ca wzajemnie warunki
brzegowe (3) i (7), co oznacza, ¿e rozwi¹zania dotycz¹ce
wariantów A oraz B ró¿ni¹ siê tylko cz³onem opisuj¹cym
obrót cia³a sztywnego.

Równanie (8) jest s³uszne w przypadku przep³ywu
cieczy newtonowskiej w kanale o dowolnej szerokoœci
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W, a wiêc równie¿ o szerokoœci nieskoñczenie wielkiej;
mo¿na wówczas zaniedbaæ wp³yw œcian bocznych i za-
stosowaæ model przep³ywu miêdzy równoleg³ymi p³y-
tami. Oznacza to, ¿e prêdkoœæ staje siê funkcj¹ tylko
wspó³rzêdnej y. Przechodz¹c do granicy W → ∞ w wy-
ra¿eniach (5) i (6), b¹dŸ rozwi¹zuj¹c równanie (1a) z po-
miniêciem sk³adników zale¿nych od wspó³rzêdnej x
oraz uwzglêdniaj¹c warunki brzegowe:

dla wariantu A:

oraz dla wariantu B:

otrzymuje siê odpowiednio:

Nietrudno wykazaæ, ¿e równania (11) i (12) spe³niaj¹,
zgodnie z oczekiwaniami, zale¿noœæ (8) wi¹¿¹c¹ rozwi¹-
zania dotycz¹ce wariantów A i B. Ponadto, przep³yw
ciœnieniowy jest (tak jak siê nale¿a³o spodziewaæ) taki
sam w obu wariantach. Jest on te¿ symetryczny wzglê-
dem wyboru granic, co oznacza, ¿e zamiana miejscami
indeksów b oraz s w równaniu (5) lub w cz³onach rów-
nania (11) i (12) zawieraj¹cych gradient ciœnienia, nie
zmienia tych wyra¿eñ. Potwierdza to poprzedni¹ uwa-
gê, ¿e przep³yw ciœnieniowy jest niezale¿ny od ruchu i
okreœlenia œcian œlimaka i cylindra (tj. przypisania danej
œciany œlimakowi lub cylindrowi).

Wartoœæ lepkoœci η w równaniu (1a) w odniesieniu
do nienewtonowskiej cieczy lepkiej (okreœlanej czêsto
mianem uogólnionej cieczy newtonowskiej) nie jest
sta³a, dlatego te¿ nie mo¿na jej wyprowadziæ poza znak
pochodnej. Rozwi¹zania równania (1a) z warunkami
brzegowymi (3) (wariant A) w przypadku cieczy nie-
newtonowskich s¹ znane tylko w postaci numerycznej
[13], poniewa¿ nie wyra¿aj¹ siê za pomoc¹ funkcji ele-
mentarnych. Niech bêdzie rozwi¹zaniem równania
(1a) dla pewnej cieczy nienewtonowskiej, spe³niaj¹cym
warunki brzegowe (3). Podstawiaj¹c zale¿noœæ (8) od-
powiadaj¹c¹ wariantowi B do równania (1a) otrzymuje
siê:

(13)

Z równania (13) wynika, ¿e zale¿noœæ = –wzy +
ogólnie nie spe³nia równania (1a). Jest ono spe³nione

tylko wówczas, kiedy ωz = 0, tj. gdy brak jest przep³ywu

wleczonego, a istnieje tylko przep³yw ciœnieniowy lub
gdy lepkoœæ η nie zale¿y od wspó³rzêdnej y. Ten ostatni
przypadek obejmuje ciecz newtonowsk¹ (η = const),
a tak¿e sam przep³yw wleczony w kanale o du¿ej szero-
koœci lub ma³ej g³êbokoœci (miêdzy równoleg³ymi p³yta-
mi). Równanie (1a) upraszcza siê wtedy do postaci:

Ca³kowanie równania (14a) prowadzi do równania
algebraicznego

(14c)

w którym niewiadom¹ jest gradient prêdkoœci (szybkoœæ
œcinania).

Z równania (14c) wynika, ¿e i gradient prêdkoœci, i
lepkoœæ s¹ sta³e, a œciœlej s¹ niezale¿ne od y. Ca³kuj¹c
gradient prêdkoœci z warunkami brzegowymi (9) lub
(10) otrzymuje siê odpowiednio:

Zatem s¹ to zale¿noœci identyczne jak w przypadku
przep³ywu wleczonego cieczy newtonowskiej [por.
wzory (11) i (12)].

Reasumuj¹c, nale¿y stwierdziæ, ¿e w warunkach
przep³ywu cieczy nienewtonowskich w kanale p³askim
zale¿noœæ (8) nie jest ogólnie spe³niona. W razie przep³y-
wu w kanale o nieskoñczenie wielkiej szerokoœci, z za³o-
¿eniem, ¿e przep³yw ca³kowity stanowi prost¹ sumê
przep³ywu ciœnieniowego i wleczonego (tj. gdy te prze-
p³ywy nie s¹ sprzê¿one) równanie (8) jest w przybli¿e-
niu spe³nione. Natomiast pozostaje kwesti¹ otwart¹ czy
zachodzi to równie¿ w kanale o skoñczonej szerokoœci;
sprawdzenie tego wymaga³oby zastosowania metod nu-
merycznych.

Tak wiêc nale¿y stwierdziæ, ¿e opis przep³ywów cie-
czy nienewtonowskich w modelu p³askiego kana³u œli-
maka mo¿e spowodowaæ powstawanie iloœciowych ró¿-
nic charakterystyk roboczych, w zale¿noœci od zastoso-
wanego wariantu A lub B. Zachowanie cieczy nienewto-
nowskich w kanale p³askim jest rezultatem nieadekwat-
noœci tego modelu wynikaj¹cej z pominiêcia krzywizny
kana³u. Potwierdza to przedstawiona poni¿ej analiza
przep³ywów w kana³ach pierœcieniowym i œrubowym.

PRZEP£YW CIECZY W KANALE PIERŒCIENIOWYM

Model pierœcieniowego kana³u œlimaka jest przedsta-
wiony w cylindrycznym uk³adzie wspó³rzêdnych, któ-
rego bazê stanowi¹ trzy wzajemnie prostopad³e wekto-
ry: normalny r (w kierunku promieniowym), styczny θ
(w kierunku obwodowym) oraz osiowy z (w kierunku
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osi œlimaka). Pokazano je na rys. 1b wraz z innymi ce-
chami geometrycznymi kana³u. Sk³adowa równania ru-
chu w kierunku θ, opisuj¹ca prêdkoœæ wzd³u¿ kana³u
œlimaka jako funkcjê po³o¿enia (r, z) w przekroju kana³u
przybiera postaæ:

(16a)

przy czym 0 ≤ z ≤ W (16b)

Rs ≤ r ≤ Rb (16c)

W wariancie A musz¹ byæ spe³nione nastêpuj¹ce wa-
runki brzegowe:

gdzie:

ωθ = ωcosλ (17e)

Wyra¿enie (17e) [odpowiednik zale¿noœci (3e) we
wspó³rzêdnych prostok¹tnych] wynika z ogólnego za³o-
¿enia modelu kana³u pierœcieniowego, zgodnie z któ-
rym cylinder wykonuje nie tylko ruch obrotowy, ale tak-
¿e ruch liniowy wzglêdem nieruchomego œlimaka.

W wariancie B warunki brzegowe s¹ nastêpuj¹ce:

O istnieniu rozwi¹zania (r, z) równania (16a) spe³-
niaj¹cego warunki brzegowe (17) — w przypadku prze-
p³ywu cieczy newtonowskiej (η = const) w kanale
o skoñczonej szerokoœci — wspomina Tadmor [7]. Roz-
wi¹zanie to jest strukturalnie bardzo podobne do wyra-
¿enia (4) (kana³ p³aski). Tadmor jednak, ze wzglêdu na
d³ugie i ¿mudne rachunki, nie przytacza dok³adnego
rozwi¹zania, podaje tylko wspó³czynniki kszta³tu Fp

oraz Fd dotycz¹ce przep³ywu ciœnieniowego i wleczone-
go, bêd¹ce koñcowym rezultatem ca³kowania profilu
prêdkoœci w kanale. Oba wyra¿enia s¹ znacznie bardziej
skomplikowane (opieraj¹ siê na ró¿nego rodzaju funk-
cjach Bessela), ni¿ analogiczne wyra¿enia na Fp oraz Fd

odnosz¹ce siê do kana³u p³askiego [7, 12], a otrzymane
w wyniku ca³kowania zale¿noœci (5) i (6). Zatem nie-
trudno zauwa¿yæ, ¿e spe³niaj¹ce warunki brzegowe (18),
rozwi¹zanie równania (16a) dla cieczy newtonowskiej
musi mieæ postaæ:

(19)

przy czym (r, z) jest dane wspomnianym rozwi¹za-
niem Tadmora.

Dla potwierdzenia zale¿noœci (19) wystarczy podsta-
wiæ j¹ do równania (16a) przyjmuj¹c, ¿e (r, z) jest tak¿e
jego rozwi¹zaniem.

Je¿eli za³o¿ymy istnienie rozwi¹zania (r, z) spe³-
niaj¹cego warunki brzegowe (17) w przypadku przep³y-
wu lepkiej cieczy nienewtonowskiej w pierœcieniowym
kanale œlimaka o dowolnej szerokoœci to, podobnie jak w
przypadku cieczy newtonowskiej, mo¿na dowieœæ
s³usznoœci wyra¿enia (19) dla ka¿dej uogólnionej cieczy
newtonowskiej (czyli lepkiej cieczy nienewtonowskiej).
St¹d wniosek, ¿e w odniesieniu do kana³u pierœcienio-
wego wyra¿enie (19) okreœla wzajemne przekszta³cenie
rozwi¹zañ w wariantach A oraz B w przypadku dowol-
nej cieczy lepkiej.

Przep³yw w kanale p³askim stanowi graniczny przy-
padek przep³ywu w kanale zakrzywionym, kiedy to
wartoœæ 1/r odpowiadaj¹ca krzywiŸnie kana³u d¹¿y do
zera (czyli r → ∞). W wyniku przekszta³cenia pierwsze-
go sk³adnika sumy z lewej strony równania (16a) otrzy-
muje siê:

oraz ∂x = r∂θ (20c)

Jak widaæ, gdy r → ∞, ∆ → 0, a równanie (20a), po
odpowiednim przemianowaniu zmiennych, staje siê
strukturalnie identyczne z równaniem (1a) we wspó³-
rzêdnych prostok¹tnych. W celu uzyskania rozwi¹zania
we wspó³rzêdnych prostok¹tnych opieraj¹cego siê na
zale¿noœci (19) (s³usznej we wspó³rzêdnych cylindrycz-
nych) nale¿a³oby równie¿ dokonaæ wspomnianego
przejœcia granicznego (r → ∞). Jest to jednak niemo¿liwe,
gdy¿ matematyczne „prostowanie kana³u” (dla ka¿dej
skoñczonej prêdkoœci k¹towej rotacji ωθ) powoduje, ¿e
cz³on -ωθ •r opisuj¹cy ruch cia³a sztywnego staje siê nie-
skoñczenie du¿y. Do nieskoñczonoœci d¹¿y³yby te¿
prêdkoœci poszczególnych œcian. Przybli¿enie w modelu
kana³u p³askiego jest wiêc s³uszne jedynie dla nieskoñ-
czenie ma³ej prêdkoœci k¹towej, podczas gdy w modelo-
waniu przyjmuje siê jej skoñczon¹ wartoœæ. Zrozumia³a
staje siê równie¿ postawiona ju¿ teza, ¿e zale¿noœæ (8)
opisuj¹ca przep³yw cieczy nienewtonowskich w kanale
p³askim jest s³uszna tylko w warunkach addytywnoœci
przep³ywu ciœnieniowego i wleczonego. Za³o¿enie takie
jest uzasadnione bowiem jedynie w przypadku bardzo
ma³ej ró¿nicy prêdkoœci ruchu œcian, tzn. wówczas, gdy
przep³yw ca³kowity ma charakter quasi-newtonowski.
Ciecze newtonowskie œciœle podlegaj¹ takiej addytyw-
noœci, st¹d te¿ spe³niaj¹ one równanie (8) bez ograni-
czeñ. Powy¿sze rozwa¿ania potwierdzaj¹ ju¿ uprzednio
sformu³owany wniosek, ¿e ró¿nice w zachowaniu siê
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cieczy w wariantach A i B obserwowane w odniesieniu
do modelu kana³u p³askiego s¹ wynikiem nieadekwat-
noœci tego modelu, zwi¹zanej z pominiêciem krzywizny
kana³u œlimaka.

PRZEP£YW CIECZY W KANALE ŒRUBOWYM

Jak ju¿ wspomniano, najbardziej adekwatny obraz
przep³ywu w kanale œlimaka uzyskuje siê stosuj¹c
wspó³rzêdne œrubowe (rys. 1c). Naturaln¹ bazê uk³adu
œrubowego stanowi¹: wektor normalny (promieniowy) r
(przechodzi przez punkt 0 prostopadle do p³aszczyzny
rysunku, nie zosta³ wiêc na nim zaznaczony), wektor
styczny θ (w kierunku obwodowym) oraz wektor œrubo-
wy l (zgodny z kierunkiem linii œrubowej kana³u). Wek-
tory θ oraz l s¹ nieortogonalne, a k¹t miêdzy nimi jest
równy k¹towi wzniosu linii œrubowej λ. W wielu zasto-
sowaniach wprowadza siê tak¿e ortogonaln¹ bazê fi-
zyczn¹ utworzon¹ przez wektory r, w oraz l, przy czym
wektor w (w kierunku prostopad³ym do œcian kana³u
œrubowego) okreœla iloczyn wektorowy wektorów r oraz
l. Dalsze rozwa¿ania dotycz¹ce kana³u œrubowego bêd¹
prowadzone w takiej w³aœnie bazie fizycznej. Zgodnie
z równaniem (10) (przep³yw cieczy lepkiej w kanale
o du¿ej szerokoœci) sk³adowa równania ruchu wzd³u¿
osi kana³u œlimaka (l) przybiera postaæ:

gdzie: νl i νw — odpowiednio pod³u¿na i poprzeczna sk³ado-
wa prêdkoœci w kanale, ∂P/∂l — pod³u¿na sk³adowa gradientu
ciœnienia, τlr — sk³adowa tensora naprê¿enia.

Spiralnoœæ kana³u okreœla parametr

(23)

gdzie: L — skok zwoju.
Dla L → ∞ lub L → 0 wspó³rzêdne œrubowe przecho-

dz¹ we wspó³rzêdne cylindryczne.
W odró¿nieniu od wspó³rzêdnych prostok¹tnych i

cylindrycznych, sk³adowa naprê¿enia (22) zale¿y od
prêdkoœci przep³ywu zarówno wzd³u¿nego, jak i po-
przecznego. Dlatego te¿ warunki brzegowe dla prêdkoœ-
ci nale¿y sformu³owaæ w odniesieniu do obu jej sk³ado-
wych. Mianowicie:

wariant A

oraz wariant B

Jak ju¿ wspomniano, parametr λ w równaniach
(24—27) jest k¹tem pomiêdzy kierunkiem stycznym θ
a osi¹ kana³u l, który okreœla zale¿noœæ:

(27c)

W przeciwieñstwie do wspó³rzêdnych prostok¹t-
nych i cylindrycznych, gdzie k¹t λ jest sta³y, we wspó³-
rzêdnych œrubowych jest on wiêc zale¿ny od wspó³rzêd-
nej promieniowej r. Ujemne znaki w wyra¿eniach (26) i
(27) wynikaj¹ z koniecznoœci zachowania wzglêdnoœci
ruchu, podobnie jak w przypadku kana³u p³askiego i
pierœcieniowego.

Rozwi¹zania równania ruchu (21) i (22) w odniesie-
niu do cieczy newtonowskiej zarówno w wariancie A,
jak i B przedstawiono w pracach [4, 5, 11]. Nie uzyskano
dotychczas takich rozwi¹zañ równania odnosz¹cego siê
do cieczy nienewtonowskich, a tak¿e równania opisuj¹-
cego przep³yw w kanale o skoñczonej szerokoœci. Nie
jest to jednak konieczne w celu wykazania, ¿e w odnie-
sieniu do dowolnej cieczy lepkiej rozwi¹zania w warian-
tach A i B s¹ po³¹czone nastêpuj¹cymi zale¿noœciami:

Poprawnoœæ relacji (28) potwierdza podstawienie ich
do równania (22), w wyniku czego otrzymuje siê tê sam¹
postaæ sk³adowej tensora naprê¿enia, zatem i sk³adowej
równania ruchu (21). Prawid³owo tak¿e przekszta³caj¹
one odpowiednie warunki brzegowe (24—27) w odnie-
sieniu do wariantów A i B.

Z zale¿noœci (28) wynika, ¿e pod³u¿na i poprzeczna
sk³adowe prêdkoœci, stanowi¹ce rozwi¹zania równañ
ruchu we wspó³rzêdnych œrubowych (warianty A i B) w
przypadku przep³ywu dowolnej cieczy lepkiej, ró¿ni¹
siê jedynie cz³onem opisuj¹cym obrót cia³a sztywnego,
zatem nie wystêpuj¹ ró¿nice obliczeniowe charakterys-
tyk roboczych w obu wariantach.

Zale¿noœci (8), (19) i (28) dowodz¹, ¿e niezale¿nie od
przyjêtego rodzaju uk³adu wspó³rzêdnych oraz reolo-
gicznych w³aœciwoœci cieczy polimerowej rozwi¹zania
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wariantów A lub B ró¿ni¹ siê tylko parametrem opisuj¹-
cym ruch cia³a sztywnego. Mianowicie, przep³yw cieczy
(np. stopionego polimeru) w kanale œlimaka oznacza, ¿e
przemieszcza siê ona wzglêdem powierzchni œlimaka
a nie wzglêdem obserwatora zewnêtrznego. St¹d te¿
w wariancie A obserwator widzi nieruchomy œlimak,
dostrzega wiêc przemieszczanie siê polimeru wzglêdem
powierzchni œlimaka wywo³ane ruchem obrotowym cy-
lindra. W wariancie B obserwator rejestruje zarówno
ruch obrotowy œlimaka, jak i przemieszczanie siê poli-
meru wzglêdem jego powierzchni. St¹d te¿ rzeczywisty,
obserwowany wówczas ruch polimeru jest sum¹ obu
wspomnianych ruchów.

Mo¿na to zrozumieæ eliminuj¹c (teoretycznie) prze-
p³yw wleczony poprzez pominiêcie w rozwa¿aniach ad-
hezji polimeru do œciany cylindra (polimer „œlizga siê”
wtedy po niej bez tarcia). W takim przypadku materia³
znajduj¹cy siê w kanale obracaj¹cego siê œlimaka bêdzie
wykonywa³ ruch obrotowy jako cia³o sztywne, nato-
miast w wariancie A (obracaj¹cego siê cylindra) pozosta-
nie w bezruchu. W obu wariantach, w warunkach braku
adhezji, nie nast¹pi jednak przemieszczenie polimeru
wzglêdem powierzchni œlimaka. Z zewn¹trz zauwa¿al-
na bêdzie natomiast ró¿nica w szybkoœci przep³ywu,
równa dodatkowemu cz³onowi w równaniach (8), (19)
i (28) (o postaci zale¿nej od zastosowanego uk³adu
wspó³rzêdnych) wi¹¿¹cemu rozwi¹zania w wariantach
A oraz B.

Ró¿nica ta przestanie byæ widoczna, je¿eli przeniesie-
my obserwatora na obracaj¹cy siê œlimak, nie bêdzie on
bowiem wtedy dostrzega³ ruchu w³asnego œlimaka,
a zaobserwuje ruch powierzchni cylindra wzglêdem po-
wierzchni œlimaka, co odpowiada wariantowi A.

Powy¿sze rozwa¿ania oddaj¹ sens fizyczny zale¿-
noœci (8), (19) i (28) œwiadcz¹c równoczeœnie o tym, ¿e
ruch polimeru w kanale œlimaka, okreœlany wzglêdem
jego powierzchni, nie zale¿y od przyjêtego modelu — A
lub B — je¿eli prêdkoœæ k¹towa w obu tych wariantach
jest jednakowa. Jednak¿e przestrzenny opis ruchu sto-
pionego polimeru w uk³adzie zawieraj¹cym nierucho-
my œlimak i ruchomy cylinder (wariant A) jest prostszy,
o czym wspomniano ju¿ na pocz¹tku niniejszego arty-
ku³u.

PODSUMOWANIE

Teoretyczna analiza przep³ywu stopionego polimeru
w kanale œlimaka przeprowadzona w odniesieniu do
zmiennych warunków brzegowych, tzn. do za³o¿enia
b¹dŸ nieruchomego cylindra i obracaj¹cego siê œlimaka,

b¹dŸ te¿ sytuacji odwrotnej, czêœciowo potwierdzi³a su-
gestie niektórych badaczy, ¿e przyjêcie takich odmien-
nych warunków brzegowych prowadzi do powstania
ró¿nic obliczeniowych natê¿enia przep³ywu. Jednak
ró¿nice takie obserwuje siê jedynie w opisie przep³ywu
lepkich cieczy nienewtonowskich w kanale p³askim (we
wspó³rzêdnych prostok¹tnych). Stwierdzono, ¿e s¹ one
wynikiem nieadekwatnoœci modelu kana³u p³askiego,
z za³o¿enia zaniedbuj¹cego krzywiznê kana³u. Istotny
wp³yw na ten fakt maj¹ te¿ nienewtonowskie w³aœci-
woœci cieczy polimerowej, które prowadz¹ do sprzê¿e-
nia przep³ywów ciœnieniowego i wleczonego. W przy-
padku cieczy newtonowskiej wspomniane sprzê¿enie
nie wystêpuje, tzn. przep³yw ca³kowity w kanale jest
sum¹ przep³ywu ciœnieniowego i wleczonego, a natê¿e-
nie przep³ywu nie zale¿y od wyboru warunków brzego-
wych. Stwierdzenie to dotyczy równie¿ przep³ywu do-
wolnej cieczy lepkiej w kanale pierœcieniowym (wspó³-
rzêdne cylindryczne) i œrubowym (wspó³rzêdne œrubo-
we), wymienione wspó³rzêdne uwzglêdniaj¹ bowiem
krzywiznê kana³u.
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