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Komputerowe modelowanie procesu formowania widkien
ze stopionego polimeru krystalizujacego

Cz. I. MODEL MATEMATYCZNY

COMPUTER MODELING OF MELT SPINNING FROM A CRYSTAL-
LIZING POLYMER. Part I. THE MATHEMATICAL MODEL

Summary — The model tries to allow for the essential effects occurring in
the melt spinning process. The basic dynamic equations were reformulated
to include heat production resulting from viscous dissipation of energy in
the bulk and nonisochoric effects associated with temperature- and crystalli-
nity-dependent variations in polymer density (eqns. 36a—36e). An additio-
nal first-order differential equation is introduced to allow for stress-induced
crystallization. Crystallization affects the temperature profile and contributes
a heat term in the energy balance equation. This influences significantly the
rheology (viscosity) of the polymer as also the momentum balance equation
and spinning dynamics. Maxwell’s upper-convected model is used to allow
for viscoelasticity. The effects obtained are compared with the model that as-
sumes the occurrence of a purely Newtonian viscous fluid. The model allows
for the occurrence of heating/cooling zones having various temperatures
and for various air cross-blow rates. The effects discussed are illustrated
with axial profiles of local velocity, temperature, tensile stress and crystalli-
nity, all computed for melt spinning from poly(ethylene terephthalate) (PET)
(Figs. 2—4, 7—9, Part II). Melt spinning from PET involving zone heating al-
lowed to disclose a limited range of spinning speeds and zone temperatures,
and also multiple solutions of the model, consequent upon coupling of
stress-induced crystallization and crystallinity-controlled solidification. The
range of admissible spinning speeds is governed by the temperature of the
heating zone. Model computations showed zone heating to increase conside-
rably amorphous orientation at moderate take-up speeds and to reduce
appreciably the take-up stress.

Key words: melt spinning, mathematical model of melt spinning, computer
modeling, extensional flow, Newtonian fluid, Maxwell fluid, molecular
orientation, nonisothermal crystallization, oriented crystallization, melt spin-
ning from poly(ethylene terephthalate).

OGOLNA CHARAKTERYSTYKA MODELOWANEGO PROCESU

Formowanie widkien ze stopionego polimeru jest
podstawowym procesem technologii wytwarzania
widkien sztucznych. Proces ten polega na rozciaganiu i
réwnoczesnym chlodzeniu strugi stopionego polimeru
wyplywajacej z otworu filiery, zwykle o przekroju koli-
stym. Silne jednoosiowe rozcigganie cieczy polimerowej
nastepuje w wyniku nawijania zestalonego korica strugi
na beben, umieszczony na koticu drogi formowania, z
predkosciq odbioru znacznie wiekszgq od predkosci

wyplywu. Zestalenie nastepuje zwykle wskutek schio-
dzenia polimeru do temperatury nizszej od temperatu-
ry zeszklenia lub tez w wyniku krystalizacji. W nie-
ktérych rozwigzaniach technologicznych stosuje sie do-
datkowo strefe grzania na drodze formowania strugi
(rys. 1). W procesach formowania ciecz polimerowa
jest poddana jednoosiowemu rozcigganiu ze stosun-
kowo duzym osiowym gradientem predkosci [1, 2].
Chlodzenie strugi podczas formowania odbywa sig
zwykle z zastosowaniem poprzecznego nadmuchu
powietrza o temperaturze pokojowe;j.
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Rys. 1. Schemat formowania widkna ze stopionego polimeru
z zastosowaniem strefy grzania; A — stopiony polimer, B —
strefa chiodzenin, C — strefa grzanin, D — strefa chiodze-
nia; T, V, oraz X, — odpowiednio poczgtkowe wartosci
temperatury, szybkosci osiowej i stopnia krystalicznosci (X,
= 0), V, — szybkosc osiowa w punkcie odbioru

Fig. 1. The spinning line with a heating zone: A — polymer
melt, B — cooling zone, C — heating zone, D — cooling
zone, Ty, Vo X, — initial tempernture, axial velocity and
crystallinity (X, = 0), resp., V, — axial velocity at the
take-up step

Formowanie widkien ze stopionego polimeru prowa-
dzi sie w warunkach zapewniajacych stacjonarnosc pro-
cesu, tj. stosujac ustalone wartosci temperatury
poczatkowej polimeru, predkosci wyplywu i odbioru
oraz ustalone warunki chlodzenia. Ksztaltowanie sie
osiowego (wzdluz drogi formowania) profilu predkosci
i temperatury jest procesem zlozonym, kontrolowanym
przez reologiczne wiasciwosci cieczy polimerowej. W
przypadku polimeréw zdolnych do krystalizacji, zacho-
wanie reologiczne znacznie sie komplikuje w wyniku
krystalizacji orientowanej, indukowanej naprezeniem
rozciagajacym.

Jak juz wspomniano, w ostatnich latach w procesach
technologicznych formowania wprowadzono grzanie
strefowe rozciaganej strugi polegajace na zastosowaniu
komory z goracym powietrzem [3]. Taki sposéb otrzy-
mywania widkien poli(tereftalanu etylenowego) (PET)
prowadzi do istotnej modyfikacji wlasciwosci mecha-

nicznych i struktury, np. do podwyzszenia stopnia
orientacji molekularnej; krystalizacja podczas formowa-
nia strugi zachodzi wéwczas w warunkach znacznie
mniejszej predkosci formowania [4]. Rola grzania strefo-
wego nie jest jednak wystarczajaco zbadana i wymaga
prowadzenia dalszych prac, m.in. z zastosowaniem mo-
delowania komputerowego [5].

Faktem do$wiadczalnym jest istotny wplyw cigzaru
czasteczkowego na dynamike procesu formowania,
strukture oraz wlasciwosci otrzymywanych widkien
[6—8], zwlaszcza w przypadku polimeréw ulegajacych
krystalizacji orientowanej podczas formowania, takich
jak np. PET.

Ewolucja predkos$ci, temperatury, napr¢zenia i stop-
nia krystalicznosci wzdhiz drogi formowania jest proce-
sem zloZonym, w ktérym nastepuje wzajemne sprzeze-
nie tych czynnikéw. Badanie modelowe dynamiki for-
mowania wldkien w réznych warunkach chiodze-
nia/grzania wymaga stosowania metod komputero-
wych. Symulacja komputerowa procesu formowania
moze sluzy¢ rozwigzywaniu réznych probleméw tech-
nologicznych z pominigciem kosztownych prze-
myslowych badari do$wiadczalnych. Stosujac metody
komputerowe mozna bada¢ znaczenie réznych parame-
tréw procesu (temperatura filiery, wydatek masy, pred-
kos¢ odbioru widkna, warunki chlodzenia), jak réwniez
charakterystyk materialowych (rodzaj polimeru oraz
jego ciezar czasteczkowy i zdolnos¢ do krystalizacji).

Korelacje do$wiadczalne pomiedzy strukturg a
wlasciwosciami mechanicznymi otrzymywanych
wlékien wskazujg, ze wytrzymalosé na zerwanie oraz
modul sprezystosci jest kontrolowany przez orientacje
molekularng w obszarach amorficznych, a stabilnosé¢
termiczna zapewnia struktura krystaliczna [1, 2, 9—11].
Wysoki stopieni orientacji frakcji amorficznej okresla
jednoznacznie dobre wlasciwosci mechaniczne, niezale-
znie od zastosowanej technologii. Wplyw krystaliczno-
Sci nie jest juz tak istotny, chociaz spelnia ona role stabi-
lizujaca strukture widkien i modyfikuje ich wybarwial-
no$¢. Jednoznaczne korelacje struktura/wlasciwosci
wskazujg droge ksztaltowania cech uzytkowych
widkien poprzez formowanie odpowiedniej struktury
w odpowiednio dobranym procesie technologicznym.
Otwiera to mozliwosci projektowania z zastosowaniem
metod modelowania komputerowego wiasciwych pro-
ceséw formowania w zaleznosci od zZadanych
wlasciwosci widkien.

Celem badan nad komputerowym symulowaniem
formowania widkien powinno by¢ zbudowanie modelu
kompletnego, efektywnego i opartego na bezposrednio
mierzalnych charakterystykach procesu oraz materialu
[12]. Zbudowanie takiego modelu moze mie¢ takze zna-
czenie dydaktyczne.

Podstawy matematycznego modelu formowania
widkien ze stopionego polimeru zostaly opracowane w
latach 60. przez Andrewsa [13], Ziabickiego [14—16]
oraz Kase i Matsuo [17, 18]. W ciggu ostatnich kilkuna-
stu lat pojawilo sie szereg opracowan rozwijajacych teo-
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rie formowania i wiedze w zakresie wlasciwosci mate-
rialowych oraz samego procesu formowania [19—26].
Opracowywanie kompletnego modelu komputerowego
wymaga wciaz jeszcze prowadzenia intensywnych ba-
dan szeregu waznych efektéw, m.in. wplywu krystali-
zacji orientowanej oraz ciezaru czasteczkowego na
wlasciwosci reologiczne, roli strefowego grzania/chio-
dzenia rozciqganej strugi itp.

Niektére aspekty zwiazane z efektami krystalizacji
oraz grzania strefowego w modelowaniu procesu pod-
jeto w pracach [5, 12, 25]. Podjeto tez badania modelo-
we wplywu cigezaru czasteczkowego [27], zwlaszcza w
warunkach krystalizacji orientowanej w formowanej
strudze pod wplywem naprezenia rozciggajacego. Po-
nizej przedstawiono podstawowe zalozenia stosowane-
go modelu matematycznego oraz oméwiono wyniki na-
szych badan, przede wszystkim w zakresie roli lepkosci
cieczy polimerowej kontrolowanej przez zmienng tem-
perature i krystalizacje orientowang, efektéw krystaliza-
¢ji oraz grzania strefowego w dynamice formowania
widkien stopionego polimeru, a takze w zakresie zna-
czenia czasu relaksacji. W szczegélnosci zwrdciliSmy
uwage na role niebadanych jeszcze w literaturze efek-
téw cieplnych rozproszenia energii podczas szybkiej de-
formacji cieczy lepkiej (viscous dissipation) oraz nieizo-
chorycznego charakteru procesu w zwiazku ze zmiana
gestosci polimeru podczas schladzania i krystalizacji
strugi. W Dbadaniach modelowych staraliSmy sie
uwzglednic takze inne aspekty procesu, wazne z punk-
tu widzenia zbudowania kompletnego modelu kompu-
terowego.

CHARAKTERYSTYKA PODSTAWOWYCH ZALOZEN MODELU

W rzeczywistych procesach formowania widkien, sto-
piony polimer wyplywa z filiery réwnoczesnie z wielu
otworéw drednicy rzedu ulamka milimetra, tworzac
wigzke cienkich strug poddanych silnemu osiowemu
rozcigganiu i chlodzeniu. Strugi cieczy w wigzce ulegaja
zestaleniu w wyniku obnizenia temperatury do warto-
Sci nizszej od temperatury zeszklenia badZz wskutek
krystalizacji. Oddzialywania aerodynamiczne i termicz-
ne pomiedzy poszczegdlnymi elementami wigzki po-
woduja, ze warunki dynamiczne indywidualnej strugi
w wigzce s3 inne niz w procesie z pojedyncza struga. W
kompletnym modelu procesu, efekty oddzialywania w
wigzce s dos¢ istotne i nie mogg by¢ pominiete. Jedna-
kze w badaniach nad znaczeniem poszczegélnych cha-
rakterystyk materialowych i parametréw procesu pro-
Sciej jest ograniczy¢ sig do uktadu z pojedyncza struga
zarowno w modelowaniu komputerowym, jak i w ba-
daniach doswiadczalnych. Ograniczenie si¢ do modelu
pojedynczej strugi prowadzi do znacznego uproszcze-
nia metody z zachowaniem jednakze mozliwosci zbada-
nia roli szeregu wspomnianych charakterystyk i para-
metréw. Znakomita wiekszos¢ prac dotyczacych mate-
matycznego modelowania procesu formowania ze sto-

pionego polimeru opiera sie na zatozeniu pojedyncze]
strugi, a mimo to uzyskane wnioski maja zastosowanie
takze do warunkéw panujacych w wiazce.

Innym powszechnie stosowanym zalozeniem w mo-
delowaniu komputerowym jest zaloZenie stacjonarnosci
procesu, prowadzace do ustalonych w czasie osiowych
profili predkosci i temperatury. W procesach technolo-
gicznych stacjonarnos¢ procesu wymaga kontroli stabil-
nosci jego parametréw, takich jak temperatura
poczatkowa, predko$¢ podawania polimeru i odbioru
zestalonego widkna lub warunkéw chlodzenia oraz sta-
bilnosci charakterystyk materialowych, jak np. cigzar
czasteczkowy. Stacjonarno$¢ procesu formowania jest
wymagana dla zapewnienia jednorodnosci otrzymywa-
nych widkien stanowiacej wazny czynnik z punktu wi-
dzenia technologii dalszego ich przetwarzania, jak réw-
niez stalosci wlasciwosci uzytkowych. Opracowano ta-
kze modele formowania w warunkaclh niestacjonarnych
[28, 29], gléwnie w celu badania stabilnosci oraz wrazli-
wosci procesu na rézne zaburzenia.

Przyjecie cylindrycznej symetrii strugi redukuje zale-
znosci geometryczne procesu do dwdéch zmiennych —
osiowej i radialnej. Radialne profile predkosci sg pra-
wie plaskie i wskazuja na dominacje jednoosiowego
przeplywu rozciagajacego, z zaniedbywalnym udzia-
lem przeptywu $cinajacego [1, 15, 30]. Jednoosiowy
przeplyw rozciagajacy wywoluje osiowq orientacje seg-
mentéw i deformacje taricuchéw w wyniku przylozone-
g0 naprezenia rozciagajacego. Zwiazek pomiedzy sta-
nem orientacji molekularnej a naprezeniem okresla pra-
wo elastooptyki.

Innym szeroko stosowanym zalozeniem jest tzw.
zalozenie cienkiego widkna (thin filament approximation)
pozwalajace na zaniedbanie radialnego zréznicowania
temperatury. Radialny gradient temperatury nie wyste-
puje w sposéb oczywisty w modelach przyjmujacych
temperature Sredniq w przekroju poprzecznym widkna.
W rzeczywistosci, niewielkie radialne zréznicowanie
temperatury w strudze prowadzi do pewnego radialne-
go zréznicowania dwdéjtomnosci (orientacji molekular-
nej), waznego z punktu widzenia fizycznych wlasciwo-
$ci widkna.

Zalozenia czystego przeplywu rozciggajacego oraz
cienkiego widkna pozwalajg na pominigcie radialnych
gradientéw predkosci i temperatury, co w polaczeniu z
zalozeniem stacjonarnosci redukuje zagadnienie do mo-
delu jednowymiarowego, w ktérym predkos¢ osiowa V
i temperatura T strugi sq funkcjami jednej zmiennej, .
odleglosci osiowej z od punktu wyplywu z filiery.

Lokalne naprezenie rozciagajace w strudze jest okre-
Slane jako stosunek lokalnej sily napinajacej do lokalne-
go przekroju strugi, F/S. Tak okreslone naprezenie ma
sens naprezenia Sredniego w przekroju poprzecznym, a
z zastosowaniem zalozZenia cienkiego widkna jest zwy-
kle dobrym przyblizeniem naprezenia rzeczywistego.
W przypadku grubszych wildkien, wigkszy radialny
gradient temperatury moze by¢ Zrédlem znaczniejszego
zréznicowania naprezenia w przekroju poprzecznym w
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zwigzku z duza wrazliwoscig parametréw reologicz-
nych polimeru na zmiany temperatury.

W wielu modelach formowania widkien wlasciwosci
reologiczne polimeru opisuje si¢ modelem newtonow-
skiej cieczy lepkiej, z lepkosciq zalezng wylacznie od
temperatury. Z badari doswiadczalnych wynika, Zze mo-
del lepkiej cieczy newtonowskiej z zaniedbywalnymi
efektami sprezystymi stosuje si¢ w przypadku formo-
wania wldkien ze stopionego PET [31, 32]. Czysto lep-
kie wlasciwosci reologiczne w procesach formowania
wynikajg ze stosunkowo krétkiego czasu relaksacji (ok.
210" s) PET uzywanego do produkgji widkien. Czysto
lepkosciowe modele reologiczne stosuje sie takze w od-
niesieniu do formowania widkien z alifatycznych poli-
estréw oraz poliamiddw.

W przypadku czaséw relaksacji rzedu sekund i dluz-
szych nalezy jednak stosowac¢ modele reologiczne cie-
czy lepkosprezystej. Dotyczy to formowania widkien z
polietylenu i polipropylenu o duzym ciezarze czastecz-
kowym. Najprostszy model cieczy lepkosprezystej sto-
sowany w modelowaniu stanowi model cieczy Maxwel-
la z jednym czasem relaksacji i lepkosciq jako parame-
trami [12, 33—35]. Coraz czeSciej stosuje sie tez modele
catkowe z wieloma czasami relaksagji [26, 36—39].

Przyjecie wymienionych zalozert pozwala na sfor-
mulowanie stosunkowo prostego matematycznego mo-
delu formowania, z ktérego uzyskuje sie¢ szereg wa-
znych informacji o znaczeniu réznych parametréw i ich
efektach w przebiegu (profilu) temperatury, predkosci,
naprezenia rozciagajacego, krystalizacji. Obliczenia pro-
wadzone punkt po punkcie wzdluz drogi formowania
pozwalajg takze na oceneg roli poszczegdlnych sklado-
wych dynamicznych, takich jak opér powietrza, sila re-
ologiczna (lepka, lepkosprezysta), sila grawitacyjna, na-
pigcie powierzchniowe itd.

PODSTAWOWE ROWNANIA MODELU

Matematyczny model formowania widkien ze stopio-
nego polimeru formuje sie na podstawie praw zacho-
wania masy, pedu i energii oraz réwnania konstytutyw-
nego okreslajgcego wiasciwosci reologiczne cieczy poli-
merowej. W przypadku polimeréw krystalizujacych
uwzglednia sie takze réwnanie opisujace kinetyke kry-
stalizacji orientowanej.

Réwnanie zachowania masy

W procesach formowania wiékien ze stopionego poli-
meru, gdzie temperatura strugi spada o 100—200°C,
masa wlasciwa polimeru zmienia si¢ 0 10—15%. Réw-
niez krystalizacja przyczynia sie do zmiany gestosci
materialu. W zwigzku z tym przeplyw cieczy polimero-
wej w rozcigganej strudze nie jest izochoryczny i w mo-
delu formowania nalezy uwzgledni¢ efekty nieizocho-
ryczne zwigzane ze zmiang gestosci wskutek chlodze-
nia i krystalizacji. W procesach stacjonarnych ogélna

posta¢ lokalnego réwnania zachowania masy ze
zmiennq gestoscia p cieczy wyraza sie wzorem [12]:

div (pV)=pdivV +Vgradp=0 1)
gdzie: V. — wektor predkosci cieczy w danym punkcie.

Niezerowy gradient gestoéci grad p powoduje, ze
réwnanie ciggtosci (1) rézni sie od réwnania div V = 0
w przeplywach izochorycznych.

W przypadku jednoosiowego przeplywu roz-
ciggajacego, réwnanie ciaglodci (1) okresla tensor gra-
dientu predkosci (szybkosci deformacji) w postaci dia-
gonalnej [12]:

1
~=(l+e 0 0
5 {1+ e)

. 1 dv
=l o —Z(+e) 0|2
é 2( £) i @)

0 0 1

gdzie: 0§ z (trzecin wspdtrzgdna) wyznacza kierunek roz-
ciggania, dV/dz — osiowy gradient sktadowej osiowej predko-
sci (V=V.).

Poprawka & wynika z nieizochorycznego charakteru
przeplywu i jest okreslona wzorem:

_dlnp/dz
®e) = dinV /dz 3)

W procesie ze stalg gestoscig polimeru € = 0, tensor
(2) redukuje sie do postaci znanej w przypadku jedno-
osiowego rozciaggajacego przeplywu izochorycznego.

W modelu formowania postuluje sie brak wymiany
masy pomiedzy struga a otoczeniem (powietrzem). Pro-
wadzi to do nastepujacego zwiazku pomiedzy lokalng
predkoscia osiowa V(z), lokalnym promieniem strugi
r(z) i lokalng gestoscig p(z):

1 (2)p(z)V(z) = W = const 4)

gdzie: W — wydatek masy w jednostce czasu, przyjety jako
stata procesu.

Zalezno$¢ (4) ma charakter prawa zachowania masy
w sensie braku wymiany masy pomiedzy struga a oto-
czeniem, co pozwala na wyrazenie lokalnego promienia
strugi przez jej lokalng predkosé oraz gestosc.

Réwnanie zachowania pedu

Zasada zachowania pedu prowadzi do zwigzku po-
miedzy rézniczkowg zmiang sily napinajgcej struge, dF,
na rézniczkowym odcinku drogi formowania pomiedzy
punktami z i z + dz, a pozostalymi silami wyste-
pujacymi w procesie [1]. Sita napinajaca F jest naloZona
przez urzadzenie odbierajace na struge na jej zestalo-
nym kornicu. Zwigzek ten pozwala na wyrazenie osio-
wego gradientu sily napinajacej w punkcie z przez, ko-
lejno, sile bezwladnosci, sile oporu powietrza, grawita-
de i napiecie powierzchniowe w postaci

dF . dV d(ro)

— =W—+2mup., —mrpy—mn
dz dz Par Py dz

©)
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gdzie: o — napigcie powierzchniowe cieczy polimerowej w
punkcie z strugi, g —przyspieszenie ziemskie, p,, — napreze-
nie $cinajgce wynikajgce z tarcia powietrza, styczne do po-
wierzchni strugi w punkcie z.

Naprezenie p,, wyraza si¢ na gruncie teorii warstwy
granicznej przez kwadrat predkosci:

pV?
2

pzr = Cj‘ (V/ T') (6)
gdzie: C; — wspdkezynnik tarcia powierzchniowego zalezny
od lokalnej predkosci V(z) i promienia r(z), p, — gestos¢
osrodka (powietrza).

Wspdlczynnik tarcia wyznaczony z korelacji do-
$wiadczalnych wyraza si¢ wzorem [40—45]:

C=a Re™® 7

gdzie: Re = 2rV A, — liczba Reynoldsa, v, — lepkos¢ kinema-
tyczna powietrza.

W obliczeniach przyjmowano wartosci oo = 0,37; § =
0,61 [41, 44), powszechnie stosowane przez innych au-
toréw. W przypadku tych wartosci parametréw o i B
opdr powietrza p,, wyraza si¢ w dynach/cm?, srednica
2r w cm, predkosé V w cm/s.

Konsekwencjg osiowe]j symetrii procesu jest diagonal-
na postac tensora naprezeni p. W ukladzie odniesienia z
osig z pokrywajacy sie z kierunkiem rozciggania strugi,
tensor napre¢zenn ma nastepujaca postac:

p., 0 0
p=|0 p, O (8)
0 0 p.

Skladowaq radialng p,, i osiowq p.. w dowolnym punk-
cie mozna wyrazi¢ przez naprezenie rozciagajace Ap =
P.. - P 1 8lad tensora naprezen trp = p,, + 2 p,, [12]:

p.. =QAp+trp)/3 (9a)

p,=Cbp+trp)/3 (9b)

a naprezenie rozciagajace Ap(z) przez sile napinajaca po-
dzielong przez przekrdj strugi:
F@z)

ap@) = nrl(z)

(10)

Naprezenie Ap(z) pozwala na okreslenie orientacji
molekularnej z prawa elastooptyki. Liniowe prawo ela-
stooptyki przybiera znang postac [46—48]:

An=_C,

opt

Ap (11)
gdzie: C,, — stala elastooptyczna.

Deformacja i orientacja molekularna w cieczy polime-
rowej poddanej jednoosiowemu rozcigganiu moze by¢
jednoznacznie okreslona przez drugi moment funkgcji
rozkladu orientacji segmentéw laricuchéw [49], nazy-
wany zwykle czynnikiem orientacji amorficznej f,. Pro-
wadzi to do relacji naprezenie/orientacja molekularna
cieczy polimerowych, analogicznej do zaleznosci po-
wszechnie znanej z teorii elastycznosci kauczukuy, linio-

wej w stosunkowo szerokim zakresie naprezenia
[50—52]:
le
fo= m;“ Ap (12)

a

gdzie: An,” — dwdjlomnos¢ graniczna idealnie zorientowa-
nych aricuchdw w fazie amorficznej.

W ogdlnosci, czynnik orientacji amorficznej jest nieli-
niowq funkcja naprezenia. Liniowe prawo elastooptyki
nie moze obejmowac zakresu silnych deformacji i orien-
tacji laricuchéw w przypadku formowania widkien z
duza szybkoscia, w warunkach oddzialywania znacz-
nych naprezen rozciagajacych. Nieliniowy zwiagzek po-
miedzy czynnikiem orientacji amorficznej a napreze-
niem zostal sformulowany w pracy [5], z zalozeniem
niegaussowskiej statystyki konfiguracyjnej laricuchéw
polimeru [52] i przybiera postac rozwiniecia w szereg:

f.(Ap)=ZAp —% Z*(Ap) —; Zap)'—... (13)
z jednym parametrem materialowym Z = Cgu/ An?
bedacym stosunkiem stalej elastooptycznej do
dwdéjlomnoscei granicznej. Z réwnania (13) widad, ze
pierwszy wyraz odpowiadajacy liniowemu prawu ela-
stooptyki rodnie do nieskoriczonosci ze wzrostem napre-
Zenia, a kolejne czlony nieliniowe prowadza do zmniej-
szenia tej wartosci. Z powodéw geometrycznych czyn-
nik f, nie moze jednak przekroczy¢ jednosci, dlatego tez
liniowe prawo elastooptyki nie jest spelnione w pelnym
zakresie naprezen.

Stosowanie nieliniowej zaleznosci (13) moze okazac
sie konieczne w przypadku modelowania procesu for-
mowania wldkien z duzg szybkoscia, kiedy to wskutek
duzych naprezen rozciggajacych wystepuje krystalizacja
orientowana, ktérej szybkos¢ jest bardzo wrazliwa na
stan orientacji amorficznej [53]. Okreslenie wartosci
szybkosci  krystalizacji odpowiadajgcej drastycznej
zmianie wlasciwosci reologicznych materialu wymaga
doktadnego okreslenia czynnika orientacji, totez ograni-
czenie si¢ do liniowego prawa elastooptyki prowadzi
do przeszacowania efektéw i znacznych odchyleni prze-
widywan modelu.

Réwnanie zachowania energii

Zasada zachowania energii w odniesieniu do odcinka
z, z + dz strugi poruszajacej sie z predkosciq osiowq V(z)
w $rodowisku gazowym (powietrze) o temperaturze
Ty(z) prowadzi do nastepujacego réwnania na osiowy
gradient temperatury T(z) [12, 25]:

dT  2a*

pC _=——(T—7:)+pAhﬂ+ltr(pé)
dz V

) 14
" dz Vr (14)

W réwnaniu (14) czlony po prawej stronie okreslajq
kolejno wymiane ciepla pomiedzy strugg a otoczeniem
ze wspOlczynnikiem wymiany o, efekt cieplny krystali-
zacji z entalpiq wlasciwg krystalizacji Ali oraz cieplo
lepkiego tarcia objetosciowego w rozcigganym polime-



340

POLIMERY 2001, 46, nr 5

rze; dX/dz to osiowy gradient stopnia krystalicznosci,
C, — ciepto wlasciwe pod stalym cisnieniem. Wszystkie
wiasciwosci materialowe i zmienne dynamiczne proce-
su sg funkcjami polozenia z wzdluz drogi formowania.

Wspélczynnik wymiany ciepla w przypadku cienkie-
go cylindrycznego widkna o promieniu r chtodzonego
strumieniem powietrza wyznacza si¢ z nastepujacego
zwigzku empirycznego [17, 18, 53]:

5176
8V Y
Nu=0,42|:1+[7'jJJ -Re'”?

gdzie: Nu = 2ra*/A,; i Re = 2rVA, — odpowiednio liczby
Nusselta i Reynoldsa, A, — lokalny wspdlczynnik przewod-
nictwa cieplnego, v, — lepkos¢ kinematyczna powietrza, V —
sktadowa osiowa wektora predkosci strugi, V, — skiadotwa po-
przeczna wektora predkosci powietrza (nadmuch).

(15)

W odniesieniu do chiodzacego powietrza o tempera-
turze pokojowej, wspdlczynnik wymiany ciepta stru-
ga/powietrze wyraza si¢ wzorem

V 1/ 8V 2 1/6
a*=4,857-10'5[ ,J 1+ —L
4r° \%4

W réwnaniu (16) promien r wyrazony jest w cm,
predkos¢ V oraz V, w cm/s, a a* w cal/(cm® K -s).

Efekty cieplne krystalizacji sa uwarunkowane szyb-
koscig krystalizacji polimeru. Pochodna osiowa stopnia
krystalicznosci wyraza sie przez szybkosc¢ krystalizacji i
predkosé strugi w danym punkcie z zalezno$ci dX/dz
= V(z)dX/dt. Przemiana nastepuje w zmiennej tempera-
turze i pod wplywem zmiennego naprezenia. Stosowa-
ne powszechnie modele kinetyczne krystalizacji maja
charakter quasi-statyczny, z temperatury i naprezeniem
(czynnikiem orientacji amorficznej) jako zmiennymi nie-
zaleznymi. Wcigz brakuje wiarygodnych charakterystyk
materialowych dotyczacych pelniejszego modelu kry-
stalizacji nieizotermicznej, uwzgledniajacego efekty
szybkosci zmiany temperatury i naprezenia, ktére w
przypadku formowania z duza szybkoscia moga mied
istotne znaczenie. W naszych obliczeniach z konieczno-
Sci ograniczamy si¢ do quasi-statycznego przyblizenia
kinetyki krystalizacji.

Szybkos¢ krystalizacji nieizotermicznej w przyblize-
niu quasi-statycznym wynika bezposrednio z réwnania

Avramiego [25, 54, 55]:

(16)

%{— In(1- X)]"" = K, (T, Ap) (17)

gdzie: K, — tzw. stala kinetyczna krystalizacji stacjonarnej,
zalezna od temperatury T oraz od naprezenia rozciggajgcego
Ap w punkcie z; n — wykiadnik Avramiego przybierajgcy
wartosci z zakresu 1—4.

Zalezno$¢ naprezenie/orientacja amorficzna okresla
réwnanie (12) lub (13).

Stala kinetyczna krystalizacji nieizotermicznej pod
naprezeniem Ap wyraza sie iloczynem stalej szybkosci
krystalizacji izotropowej K (T, 0) i funkcji wykladniczej

szeregu potegowego wzgledem Ap [12, 25, 55, 56] odpo-
wiedzialnej za efekty orientaciji:
Kqt (T, &p) = Ky (T, 0) exp[Cy(ap)* + Ca(dp)” + .. (18)
gdzie: C,, C;— stale materiatowe.
Réwnania (17) i (18) prowadza do nastepujacego wy-
razenia na szybko$¢ krystalizacji orientowane;:

X = nKy (T, 0) exp[Co(Ap)? + Ca(Ap)® + ..] -
(1 - X)[-In(1 - X)}P/n

(19)

dzie: X — pochodna stopnia krystalicznosci wz ledem czasu.
24 p P Y 8

Temperaturowa zalezno$¢ stalej szybkosci krystaliza-
qji izotropowej przybliza si¢ obcieta funkcja Gaussa [1]:

— (T_ I‘n.\x )2
K, (T,0) = K, exp{ 4In2 ~—mx | ody '1: <T<T,

1/2

0 gdy T<T, oraz T2T,

m

(20)

gdzie: K., Ty I Dyp — parametry materiatowe okreslone
przez polozenie maksimum i szerokos¢ potéwkowq szybkosci
krystalizacji, T, 1 T,, — punkty obcigcia funkcji odpowiednio
w temperaturze zeszklenia i w rdwnowagowej temperaturze
topnienia.

W obliczeniach modelowych [5, 12, 25] efekty krysta-
lizacji orientowanej uwzgledniono z dokladnoscig do
pierwszego (kwadratowego) wyrazu rozwiniecia wzgle-
dem naprezenia wg réwnania (18), tj. wyrazu ze
wspdiczynnikiem

c,\
G = [AT;A] A (21)

gdzie: A — bezwymiarowy parametr doswiadczalny [54].

Objetosciowa gestos¢ wytwarzania ciepla w wyniku
lepkiego tarcia rozciqganego polimeru przybiera postac
[wyrazenia (2), (3), (8), (9)I:

dv v dlnp)+ v
- 3. Il

. dInp
¢ =Ap| —+ —r
) P[ z 3 dz

22
e (22)

i sklada sie z czlonu zwigzanego z naprezeniem roz-
ciagajacym oraz czlonu wynikajacego z efektéw nie-
izochorycznych  pod cisnieniem hydrostatycznym
pun =—trp/3.

Reologiczne réwnanie konstytutywne

Najprostszy model cieczy lepkosprezystej stanowi
model cieczy Maxwella z jednym czasem relaksacji.
Réwnanie konstytutywne takiej cieczy przybiera naste-
pujaca postaé z zalozeniem zaniedbywalnych radial-
nych gradientéw predkosci i naprezenia [12]:

d .
rVd—5+ p=-p,J+2ne (23)

gdzie: T — czas relaksacji, w — lepkos¢ Scinania, p, — cis-
nienie atmosferyczne.

Z réwnania (23), po uwzglednieniu efektéw nieizo-
chorycznych wynikajacych ze zmiennej temperatury
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oraz krystalizacji, otrzymuje si¢ nastgpujace réwnania
rézniczkowe opisujace naprezenie rozciagajace Ap oraz
cidnienie hydrostatyczne p,:

dAp dvV 1  dIn pj
V—L+Ap=3n—+=-V
e T n[ dz '3 dz @4
dp, _ 2 dlnp
Gl il L L (25)
gdzie: 3n — lepkos¢ w jednoosiowym przeplywie roz-

ciggajgcym, zwana lepkoscig troutonowsky.

W réwnaniach (24) i (25), w wyniku zmiany gestosci
polimeru wzdluz drogi formowania, pojawiajg sie
cztony nieizochoryczne.

Najprostszym modelem reologicznym przyjmowa-
nym w modelowaniu formowania wlékien ze stopione-
go polimeru jest model cieczy lepkiej ze zmiennym lo-
kalnym wspélczynnikiem lepkosci n(T, X, €) zaleznym
od temperatury, stopnia krystalicznosci i szybkosci de-
formacji e. Konstytutywne réwnanie cieczy lepkiej
otrzymuje sie z zaleznosci (23) po podstawieniu zero-
wego czasu relaksacji, a réwnania (24) i (25) redukujg
si¢ do postaci

Ap=3n(d_v+lvdl”p)

dz 3 dz (26)

2 dlnp

= — V —_—
Pn=Pot 3 n a4z (27)

W réwnaniach (26) i (27) dotyczacych czystej cieczy
lepkiej wciaz pozostaja efekty nieizochorycznego cha-
rakteru procesu.

W poréwnaniu z efektami temperatury i krystalizacji,
wplyw szybkosci deformacji e na lepkosé polimeru jest
znacznie stabszy i zwykle pomija sie go w modelowa-
niu komputerowym. PrzybliZenie newtonowskiej cieczy
lepkiej jest czesto stosowane [32, 43] i w sposéb zado-
walajacy opisuje dynamike formowania widkien w
przypadku alifatycznych poliestréw lub poliamidéw, tj.
polimeréw charakteryzujacych sie znaczng sprezysto-
Scig 1 krétkim czasem relaksacji, co pozwala na pomi-
nigcie efektéw lepkosprezystych.

WPEYW TEMPERATURY I KRYSTALICZNOSCI NA LEPKOSC

Osiowy gradient lepkosci wzdluz drogi formowania
strugi odgrywa istotna role w dynamice formowania; w
modelowaniu procesu musi opieraé sie on na wlasci-
wych danych doswiadczalnych, dobranych odpowied-
nio do uzytego materialu. Lokalna lepkos¢ polimeru w
rozcigganej strudze zalezy od lokalnej temperatury T i
lokalnego stopnia krystalicznosci X. W przypadku bez
krystalizacji, lepkos¢ w funkcji temperatury jest opisy-
wana zaleznoscig Arrheniusa z energiq aktywacji E,:

Ell
Moy (1) =My eXP(k—T) (28)

gdzie: k — stala Bolzmanna, T — temperatura w K; n, —

lepkosciown stata materiatowa zalezna od gramicznej liczby
lepkosciowej [ ].

W przypadku PET stala lepkosciowa 1, wykazuje ko-
relacje doswiadczalng [48] z wartoscig [n], mianowicie:

o = 0,0976 [n]>%* (29)

przy czym no wyraza sie w puazach (1P =1Pa-s), [n] w
dl/g.

Graniczna liczba lepkosciowa polimeréw liniowych
jest, jak wiadomo, funkgjq ciezaru czasteczkowego i wy-
raza sie wzorem Marka—Houwinka

[n] = KM,*

gdzie: M, — lepkosciowo sredni cigzar czgsteczkowy, K oraz
o — stale materintowe.

(30)

W przypadku PET wykladnik a przybiera wartosci w
zakresie od 0,68 do 0,83 [11], a do formowania wldkien
stosuje sie polimer o [n] w zakresie 0,6—1,0 d1/g, co od-
powiada $redniemu ciezarowi czasteczkowemu wy-
noszacemu 20 000—40 000. Polimer o wigkszym cieza-
rze czasteczkowym wymaga stosowania rozpuszczalni-
ka lub plastyfikatora.

W obliczeniach modelu formowania widkien ze sto-
pionego PET przyjmowano stale K = 1,7; o = 0,83 [57].
Wzory (29) i (30) prowadza wtedy do nastepujacej zale-
znosci stalej lepkosciowej od ciezaru czasteczkowego
polimeru:

Mo = 1,125-10% M,** (31)

Reptacyjny model splatari Doia—Edwardsa prowadzi
do wniosku, ze stala lepkosciowa stopionego polimeru
jest proporcjonalna do trzeciej potegi jego cigzaru
czasteczkowego, 1, ~ M. Doswiadczalne wartosci
wykladnika sq zwykle wieksze i mieszcza sie w zakre-
sie 3—3,7. W przypadku formowania wilékien ze sto-
pionego PET, uzyskane korelacje doswiadczalne wska-
zuja na jeszcze silniejsza zaleznos¢ od ciezaru czastecz-
kowego, niz to wskazuje wzér (31).

Znaczna wrazliwo$¢ lepkosci na cigzar czasteczkowy
moze by¢ Zrédlem niestacjonarnosci procesu formowania
i istotnych niejednorodnosci otrzymywanych wldkien w
przypadku niestabilnosci ciezaru czasteczkowego, np.
wskutek degradacji termicznej, zmiennego przebiegu po-
limeryzagcji réwnoczesnej z formowaniem itp.

Réwnania typu (28) z jedng energiq aktywacji i rézny-
mi stalymi lepkosciowymi n,, stosuje sie do modelowa-
nia procesu formowania wldkien z PET [32]. W przy-
padku polipropylenu, w opisujgcych lepkosé wzorach
typu Arrheniusa wystepuja dwie energie aktywacji, réz-
ne w réznych zakresach temperatury [58]. Przyjmuje sie
réwniez, Zze poniZej temperatury zeszklenia lepkos¢
osigga wartos¢ nieskoriczona.

Alternatywnym réwnaniem okreslajacym temperatu-
rowq zaleznos¢ lepkosci jest zalezno$¢ Williamsa—Lan-
dela—Ferry’ego (WLF) z temperaturg zeszklenia T, jako
parametrem materialowym:

-7
Neop (T = 1(T}) eXP[—40/16 —] (32)

516+ T-T,
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W odréznieniu od réwnania (28) z energiaq aktywagcji,
zaleznogé (32) typu WLF charakteryzuje sie duzym
wzrostem lepkosci w poblizu temperatury zeszklenia.

Krystalizacja podczas formowania silnie zmienia
wladciwosci reologiczne polimeru. W obliczeniach mo-
delowych [5, 12, 25, 27, 59] reologiczne efekty krystali-
zacji uwzgledniano na drodze wprowadzenia lepkosci
zaleznej takze od lokalnego stopnia krystalicznosci X.
Przyjeto, ze lepkos¢ krystalizujacego polimeru n(T, X)
w lokalnej temperaurze T i w odniesieniu do stopnia
krystalicznosci X wyraza si¢ iloczynem lepkosci stopio-
nego polimeru n,,,, zaleznej tylko od temperatury, oraz
pewnej funkcji ny odpowiedzialnej za efekty krystalicz-
nosci:

U(T/ X) = nslu,l(T) . 1]X()() (33)

Postacie funkcji nx(X) proponowane w literaturze
przez réznych autordw réznig sie miedzy soba, co wy-
nika z braku wiarygodnych danych doswiadczalnych
na ten temat. Ziabicki [60] zaproponowal dwuparame-
trowg zaleznos¢:

00 =

(1—X/ Xx-)n (34)

wyprowadzong na podstawie modelu tworzenia sie
struktury zelu w procesach sieciowania. Krystalizacja
odgrywa tu role sieciowania z krystalitamj jako wezlami
sieci. X* oznacza krytyczny stopienn krystaliczno$ci
mieszczacy sie w zakresie 0,01—0,], odpowiadajacy za-
nikowi plynnosci polimeru i zestaleniu strugi. Wyklad-
nik a wynosi 1 w przypadku malych cigzaréw czastecz-
kowych oraz 3,4 w przypadku duzych.

Zastosowany model lepkosprezystej cieczy Maxwella
wymaga wiarygodnych informacji, dotyczacych zale-
znoéci czasu relaksacji od temperatury i stopnia krysta-
licznosci. Informacji takich jest wciaz niewiele, totez
przyjeto, podobnie jak we wczesniejszych zastosowa-
niach [1, 61], ze modul $cinania G jest staly. Czas relak-
sacji T zmienia si¢ wtedy z temperatura i ze stopniem
krystaliczno$ci tak samo jak lepkos¢ [12]:

T, X) =n(T, X)/G (35)

Modut G moze by¢ przyjety we wzorze (35) jako nie-
zmienny, poniewaz lepkos¢ n jest tu znacznie silniej za-
lezna od temperatury i stopnia krystalicznosci.

UKEAD ROWNAN MODELU MATEMATYCZNEGO

Stacjonarny, jednowymiarowy model formowania
wlékien z polimeru krystalizujgcego opisuje w przy-
padku cieczy lepkosprezystej Maxwella uklad pieciu
réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu przedsta-
wiajacych predkosé osiowq V(z), temperature T(z), sile
napinajaca F(z), stopieni krystalicznoéci X(z) oraz cisnie-
nie hydrostatyczne p,(z) wzgledem zmiennej z okre-
$lajacej polozenie wzdluz drogi formowania [12]:

Y o e AR [ die ]

dz  3W-1pVF z oF ) dz

1/2
cT_ o] a-my+an¥s
" dz pWV ' dz 26
Fdv (VF p,\dIlnp (36b)
=t =+ = | —
Wdz \BW p) dz
172
PR L1 L) .1 R
dz dz | 2 dz pV 1%
X (1= X Inl— )17 K,, (T, 0):
dz V ’ 36d
VFY vEY' (36d)
-exp Cz(p—) +C3[p—) +...
W W
dp, 1 2ndinp
T vt (@60

W ukladzie réwnan (36a)—(36e) W (wydatek masy)
jest stalq procesu; gestos¢ p, ciepto wiasciwe C,, lepkos¢
$cinania 1, czas relaksagji 1, cieplo krystalizacji A, na-
piecie powierzchniowe ¢ stanowig charakterystyki ma-
terialowe polimeru. K(T, 0) jest funkcja stacjonarnej
szybkosci krystalizacji polimeru w stanie nienapre-
zonym (izotropowym), n jest wykladnikiem Avramiego
charakteryzujacym typ zarodkowania i zaleznosci geo-
metryczne wzrostu obszaréw krystalicznych, stale ma-
terialowe C; okreslajgq efekty naprezenia rozciggajacego
w kinetyce krystalizacji, p, jest cinieniem atmosferycz-
nym.

Réwnanie (36a) otrzymuje sie z réwnania konstytu-
tywnego z uwzglednieniem zwigzku pomiedzy napre-
zeniem 1i silq rozciagajacq. Réwnanie (36b) wynika z
réwnania zachowania energii, uwzgledniajacego wy-
mianeg ciepla struga/powietrze, proporcjonalng do réz-
nicy temperatury T - T,, cieplo krystalizacji i objeto-
Sciowq energie tarcia lepkiego wyrazong przez ostatnie
dwa czlony. Kolejne czlony prawej strony réwnania
(36¢) odpowiadajq sile bezwiladnosci, sile oporu powie-
trza, napiecia powierzchniowego i grawitacji. Kinetyka
krystalizacji orientowanej jest kontrolowana przez funk-
cje wykladnicza szeregu potegowego lokalnego napre-
Zenia rozciggajacego, wyrazajacego sie przez pFV/W
[réwnanie (36d)]. Réwnanie (36e) na cisnienie hydrosta-
tyczne w rozcigganej strudze w przypadku cieczy lep-
kiej (r = 0) i procesu izochorycznego (p = const) prowa-
dzi do cisnienia stalego p, = p,. Wtedy uklad réwnani
(36a—e) redukuje sie do czterech réwnar rézniczko-
wych opisujacych V(z), T(z), F(z) i X(2).

Rozwiazanie ukladu pieciu réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu wymaga okreslenia wartosci szuka-
nych funkcji w punktach brzegowych zmiennej niezale-
znej. Zastosowane do obliczert numeryczne procedury
rozwigzywania ukladu réwnan (36a—e) opierajg sie na
metodzie Runge—Kutta, ktéra wymaga sformulowania
zagadnienia brzegowego w postaci zagadnienia z wa-
runkami poczatkowymi w punkcie z = 0:

V=V, T=Ty, F=Fy, X=0,p,=po (37)

W punkcie poczatkowym, przyjmowanym jako punkt
wyjscia polimeru z filiery, okreslone sa wartosci czte-
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rech spo$réd pieciu poszukiwanych funkgji, tj. predkosé
poczatkowa, temperatura wyplywu, stopieft krystalicz-
no$ci (= 0) i ciénienie atmosferyczne. Predkosé¢ po-
czatkowa okresla wydatek masy W gdy zadana jest
Srednica filiery d

4w

¢ ndip(Ty)

Brakuje natomiast informacji dotyczacej poczatkowej
sily napinajacej F,. W rzeczywistych procesach formo-
wania warunek sily poczatkowej jest zastapiony pred-
koscig koricowa V| naloZona przez urzgdzenie odbie-
rajace wiékno w punkcie z = L (por. rys. 1). Do roz-
wigzania réwnari formowania (36a—e) z warunkami
poczatkowymi (37) zastosowano procedur¢ nume-
ryczng, zgodnie z ktéra podawane sq prébne wartosci
sily poczatkowej F), doprowadzajace do Zadanej pred-
kosci koricowej V.

Ksztalt rozwigzan V(z), T(z), F(z), X(z), p,(z) réwnan
formowania zalezy od pdl temperatury i predkosci w
otaczajacym oérodku gazowym (powietrzu), pro-
wadzacych do okreslonych przebiegéw temperatury
T,(z) i predkosci poprzecznej V,(z) powietrza wzdluz
drogi formowania. Wielkosci te wplywajg na intensyw-
no$é wymiany ciepla struga/osrodek gazowy w wyni-
ku zmiany réznicy temperatury T - T, i wspélczynnika
wymiany ciepla o* w réwnaniu (36b) oraz na sile oporu
powietrza wskutek zmiany wspélczynnika tarcia po-
wierzchniowego C; strugi w réwnaniu (36¢). Zmianie
temperatury powietrza towarzyszy zmiana jego gesto-
§ci, lepkosci kinematycznej i wspélezynnika przewod-
nictwa cieplnego. Zaleznosci tych wielkosci od tempera-
tury zostaly uwzglednione w opracowanym modelu [12].

Model pozwala na przewidywanie osiowych profili
predkosci, temperatury, naprezenia, stopnia krystalicz-
nosci i ci$nienia hydrostatycznego w procesach z do-
wolnie zaprojektowanymi strefami chlodzenia/grzania.
Wprowadzenie do modelu takich stref polega na poda-
niu zakreséw zmiennej z, temperatury powietrza T, i
predkosci poprzecznego nadmuchu V, w odniesieniu
do kazdej z nich.

Przedstawiony model matematyczny charakteryzuja
nastepujace parametry procesu: wydatek masy W, tem-
peratura poczatkowa polimeru wyplywajacego z filery
Ty, $rednica otworu filery d,, dlugosé drogi formowania
L, predkosé¢ odbioru widkna V;, temperatura ota-
czajgcego powietrza T,, predkosé nadmuchu poprzecz-
nego V,. W przypadku strefowego grzania/chlodzenia
wystapig dodatkowo pary parametréow T,, V, w kazdej
strefie.

Parametrami materialowymi procesu sg charaktery-
styki okreslajace temperaturowe zaleznosci lepkosci po-
limeru, jego czasu relaksacji, gestosci, ciepla wlasciwego
i szybkosci krystalizacji oraz parametry okreslajace ki-
netyke krystalizacji pod naprezeniem, wplyw stopnia
krystalicznosci na wilasciwosci reologiczne (lepko$¢), a

(38)

takze cieplo krystalizacji i napigecie powierzchniowe.
Zastosowanie modelu oraz wyniki obliczeri nume-
rycznych sq oméwione w czesci II pracy.
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