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Streszczenie: Przedstawiono wybrane nowe modele oraz metody opisu krzywych lepkoœci w ustalo-
nych przep³ywach œcinaj¹cych cieczy nienewtonowskich. Omówiono modele wynikaj¹ce z teorii objêtoœ-
ci swobodnej, modele bêd¹ce uogólnieniem równania Carreau oraz tzw. modele wielomodowe, umo¿li-
wiaj¹ce opis lepkoœci uk³adów reologicznie z³o¿onych. Podano szereg praktycznych przyk³adów opisu
krzywych lepkoœci ró¿norodnych kompozycji ciek³ych za pomoc¹ omawianych modeli.

S³owa kluczowe: krzywe lepkoœci œcinania, modele reologiczne, opis przep³ywu.

Novel models for description of steady shear flow curves of non-Newtonian
liquids
Abstract: Selected novel models and methods of describing viscosity curves in steady shear flows of
non-Newtonian liquids are presented. The models resulting from free volume theory, those being a gene-
ralization of the Carreau equation and so called multi-mode models, which make it possible to describe
the viscosity of rheologically complex systems, are discussed. A few practical examples for describing the
viscosity curves of various liquid compositions using these models are given.

Keywords: shear viscosity curves, rheological models, flow description.

Uk³ady ciek³e stanowi¹ bardzo liczn¹ grupê materia-
³ów, które ze wzglêdu na swoje w³aœciwoœci reologiczne
s¹ szeroko wykorzystywane w wielu dziedzinach tech-
nologii i przemys³u. Opublikowano ju¿ ogromn¹ liczbê
artyku³ów i bardzo wiele szczegó³owych monografii na
temat w³aœciwoœci reologicznych, wytwarzania i prze-
twarzania oraz zastosowania ró¿nych materia³ów cie-
k³ych. Najlepszymi przyk³adami mog¹ tu byæ pozycje
ksi¹¿kowe z ostatnich kilku lat: [1] (zawiesiny, emulsje,
uk³ady koloidalne, ¿ele, zagêszczacze, itp.), [2] (produk-
ty ¿ywnoœciowe), [3] (p³yny biologiczne i ustrojowe), [4]
(modyfikatory w³aœciwoœci reologicznych do ró¿norod-
nych zastosowañ), [5] (z³o¿one ciecze polimerowe i inne),
[6] (materia³y polimerowe i uk³ady dyspersyjne). Wiêk-
szoœæ uk³adów ciek³ych zalicza siê do nienewtonows-
kich, których lepkoœæ œcinania zale¿y od warunków prze-
p³ywu (w tym niekiedy czasu). Uk³adami newtonowski-
mi o sta³ej lepkoœci s¹ zazwyczaj materia³y ma³ocz¹stecz-
kowe, w tym gazy, woda, typowe rozpuszczalniki i ciek³e
metale. Materia³y wielkocz¹steczkowe lub uk³ady z³o¿o-
ne (zawiesiny, lateksy, pasty, emulsje, piany, itp.) s¹ za-
zwyczaj nienewtonowskie. W ich charakterystyce szcze-
gólnie wa¿ny jest odpowiedni opis krzywych lepkoœci
œcinania ustalonego w funkcji naprê¿eñ œcinaj¹cych b¹dŸ

szybkoœci œcinania. W literaturze opisano dotychczas
liczne modele empiryczne, semiempiryczne oraz teore-
tyczne, umo¿liwiaj¹ce iloœciowy opis lepkoœci ustalo-
nych przep³ywów ró¿nych uk³adów ciek³ych lub plas-
tycznych, np. materia³ów polimerowych, produktów
spo¿ywczych, zawiesin nieorganicznych i p³ynów fizjo-
logicznych, jako funkcji naprê¿enia œcinaj¹cego b¹dŸ
szybkoœci œcinania. Prawdopodobnie najbardziej obszer-
ne zestawienie tego typu równañ, obejmuj¹ce kilkadzie-
si¹t pozycji (ponadto wiele specyficznych równañ lep-
koœci zawiesin), zawiera praca [7] poœwiêcona proble-
mom reologii krwi. Skromniejszy zbiór takich równañ
przedstawia tak¿e literatura krajowa, np. [8, 9]. Zestawie-
nia te formalnie odnosz¹ siê do opisu lepkoœci cieczy lep-
kich (uogólnionych cieczy newtonowskich) lub lepko-
plastycznych, nie uwzglêdniaj¹ jednak wielu specyficz-
nych równañ lepkoœci, wynikaj¹cych z fenomenologicz-
nych lub molekularnych teorii lepkosprê¿ystych cieczy
polimerowych, np. [6, 10, 11].

Celem niniejszego artyku³u jest przedstawienie i
omówienie kilku nowych równañ lepkoœci uogólnionych
cieczy newtonowskich, które mog¹ byæ u¿yte do opisu
krzywych lepkoœci œcinania, nie tylko uk³adów polimero-
wych, lecz tak¿e innych cieczy nienewtonowskich.

ANALIZA TEORETYCZNA

W pracy omówiono wybrane nowe modele oparte na
teorii objêtoœci swobodnej [12] oraz stanowi¹ce rozwiniê-
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cie kilku znanych ju¿ modeli cieczy lepkich, w szczegól-
noœci równañ Carreau b¹dŸ Carreau-Yasudy [11, 13].

Teoria objêtoœci swobodnej zak³ada, ¿e tarcie wew-
nêtrzne podczas przep³ywu, którego miar¹ jest lepkoœæ,
zale¿y od wzglêdnego udzia³u przestrzeni niewype³nio-
nej przez materia³ — tzw. objêtoœci swobodnej Vfr, która
wraz z objêtoœci¹ wype³nion¹ — tzw. objêtoœci¹ zajêt¹ Voc

okreœla makroskopow¹ objêtoœæ w³aœciw¹ materia³u V.
Wyrazem matematycznym teorii objêtoœci swobodnej
jest równanie Doolittle’a, zapisane w nastêpuj¹cej postaci
ogólnej [12]:

ln �0 = K + �0 (1)
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Parametrowi � w równaniu (1) odpowiada w tym
przypadku pierwszy cz³on równania (2), a K i B s¹ sta³y-
mi (indeks „0” przy � oraz E okreœla warunki odniesienia
wykorzystywane dalej). Mo¿na za³o¿yæ, ¿e objêtoœæ zajê-
ta Voc, zale¿na od si³ atomowych, w przeciwieñstwie do
objêtoœci swobodnej Vfr, zale¿nej od znacznie s³abszych
si³ miêdzycz¹steczkowych i efektów sterycznych, pozo-
staje praktycznie bior¹c niezmienna. Objêtoœæ swobodna
mo¿e jednak podlegaæ du¿ym zmianom wskutek dzia³a-
nia ró¿nych czynników zewnêtrznych, takich jak: tempe-
ratura, ciœnienie lub naprê¿enia (si³y) œcinaj¹ce. Zak³ada-
j¹c, ¿e objêtoœæ swobodna zwiêksza siê liniowo z tempe-
ratur¹, mo¿na pokazaæ, ¿e równanie Doolittle’a jest rów-
nowa¿ne równaniu Vogela—Fulchera—Tammana. Od-
powiada mu wartoœæ � w równaniu (1), okreœlona dru-
gim cz³onem równania (2), przy czym R jest sta³¹ gazo-
w¹, T — temperatur¹, E — energi¹ aktywacji lepkiego
p³yniêcia a Tc — sta³¹ materia³ow¹. Przy za³o¿eniu, ¿e ta
ostatnia wartoœæ jest równa zeru, otrzymuje siê — jako
przypadek szczególny — równanie Arrheniusa, tzn. �
okreœla trzeci cz³on w równaniu (2).

Istnienie przep³ywu wp³ywa na wzrost intensywnoœ-
ci zderzeñ cz¹stek, zale¿nej od wielkoœci naprê¿eñ, co
w konsekwencji powoduje zwiêkszenie objêtoœci swo-
bodnej. Ma ono jednak charakter relaksacyjny, tzn. objê-
toœæ swobodna roœnie z szybkoœci¹ proporcjonaln¹ do in-
tensywnoœci naprê¿eñ lecz, równoczeœnie, zmniejsza siê
z szybkoœci¹ proporcjonaln¹ do wielkoœci odchylenia od
stanu równowagi. St¹d, w czasie przep³ywu ustalonego
zmiana objêtoœci swobodnej równie¿ osi¹ga pewien usta-
lony poziom. W wyniku takiego podejœcia równaniu (1)
mo¿na nadaæ nastêpuj¹c¹ postaæ, przedstawiaj¹c¹ zmia-
ny lepkoœci � jako funkcjê naprê¿enia œcinaj¹cego � [12]:
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W równaniu (3) indeks „0" odnosi siê do stanu bez œci-
nania, tzn. w praktyce dolnego zakresu newtonowskie-
go, natomiast �0 mo¿na obliczyæ z równania Arrheniusa.
Parametr� zwi¹zany jest z szybkoœci¹ generowania i cza-
sem relaksacji (zaniku) objêtoœci swobodnej. Dla cieczy
newtonowskich � = 0, gdy¿ w uk³adach z³o¿onych z ma-

³ych cz¹stek dodatkowa objêtoœæ swobodna zanika nie-
mal od razu po ich zderzeniu. Teoretyczna wartoœæ sta³ej
n, przy bardzo ma³ych szybkoœciach œcinania, wynosi 2,
podczas gdy dla wiêkszych szybkoœci œcinania n < 2.
Praktyka wskazuje jednak, ¿e warunek n < 2 jest wystar-
czaj¹cy do bardzo dobrego opisu krzywych lepkoœci
w ca³ym zakresie naprê¿eñ b¹dŸ szybkoœci œcinania (�
).
Tê ostatni¹ wielkoœæ okreœla wzór, wyprowadzony z
równania (3) i ogólnego równania krzywej p³yniêcia:
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Nale¿y wspomnieæ, ¿e postaæ równania (3) opiera siê
na za³o¿eniu, i¿ procesy relaksacji objêtoœci swobodnej,
a wiêc i zmiany lepkoœci (zw³aszcza uk³adów polimero-
wych), s¹ uwarunkowane poziomem naprê¿enia œcina-
j¹cego, a nie szybkoœci œcinania [zast¹pienie w równaniu
(3) naprê¿enia przez szybkoœæ œcinania drastycznie
zmniejsza dok³adnoœæ opisu]. Równanie (3) przewiduje
istnienie nie tylko dolnej, lecz tak¿e górnej lepkoœci new-
tonowskiej:

lim
� ��

ln � = ln �� = ln �0 – �0 (5)

Po uwzglêdnieniu (1) otrzymuje siê wa¿n¹ zale¿noœæ
wi¹¿¹c¹ sta³¹ K w równaniu Arrheniusa lub Doolittle’a z
górn¹ lepkoœci¹ newtonowsk¹:

ln �� = K (6)

Wiadomo, ¿e sta³a K odnosz¹ca siê do polimerów jest
zale¿na praktycznie bior¹c tylko od ich ciê¿aru cz¹stecz-
kowego i struktury chemicznej ³añcucha. Z kolei górna
lepkoœæ newtonowska przy ekstremalnie wysokich na-
prê¿eniach œcinaj¹cych (szybkoœciach œcinania) musi
odpowiadaæ stanowi niemal ca³kowitego rozk³êbienia i
orientacji ³añcuchów polimerowych w kierunku przep³y-
wu, gdy¿ tylko wtedy jej wartoœæ nie zale¿y w istotnym
stopniu od czynników takich jak temperatura lub stê¿e-
nie rozpuszczalnika w przypadku roztworów [14]. Uza-
sadnia to s³usznoœæ równania (6). Nie wnikaj¹c w omó-
wione podstawy teoretyczne, równanie (3) mo¿na for-
malnie potraktowaæ jako zwyk³e 4-parametrowe równa-
nie korelacyjne i zapisaæ w postaci:
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£atwo stwierdziæ, ¿e dla � = 0 wzór (7) opisuje zacho-
wanie newtonowskie, a dla � > 0, lub � < 0, odpowiednio,
zachowanie pseudoplastyczne lub dylatantne, z górn¹
lepkoœci¹ newtonowsk¹.

Równania (3) lub (7) s¹ przyk³adami modelu 4-para-
metrowego, w którym �� � 0. Poniewa¿ wiêkszoœæ prze-
p³ywów zachodzi przy mniejszych naprê¿eniach œcina-
j¹cych, równanie mo¿na znacznie uproœciæ, zaniedbuj¹c
cz³on ��n w mianowniku wyk³adnika eksponenty. Otrzy-
muje siê model 3-parametrowy, w którym �� = 0. Jego
przybli¿enie w postaci modelu Ellisa [8, 9] mo¿na uzys-
kaæ w wyniku rozwiniêcia funkcji wyk³adniczej w szereg
potêgowy, z zachowaniem dwóch pierwszych wyrazów:
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Mo¿na pokazaæ, ¿e jakoœciowo podobne rozwiniêcie
w szereg potêgowy równania (3) lub (7) po kilku prze-
kszta³ceniach algebraicznych prowadzi do modelu typu
Ellisa z górn¹ lepkoœci¹ newtonowsk¹ o postaci:
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Parametry �� oraz � wyra¿aj¹ siê jako funkcje para-
metrów równania (3) lub (7). Szybkoœæ œcinania dla mo-
delu (8) mo¿na obliczyæ na podstawie równania krzywej
p³yniêcia:
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Mo¿na zauwa¿yæ, ¿e równania (3) i (4) oraz (8) i (10)
stanowi¹ parametryczn¹ reprezentacjê (z parametrem �)
zale¿noœci � = f(�
), tzn. modeli odwrotnych do modeli (3)
oraz (8). Mo¿na je formalnie traktowaæ jako nowe zwi¹z-
ki konstytutywne, zadane w postaci parametrycznej. Po-
nadto trzeba stwierdziæ, ¿e modele oparte na teorii objê-
toœci swobodnej dobrze t³umacz¹ zachowanie pseudo-
plastyczne zwi¹zane ze wzrostem objêtoœci swobodnej,
lecz na ich podstawie trudno wyjaœniæ zachowanie dyla-
tantne, zwi¹zane ze zmniejszeniem objêtoœci swobodnej.
Jak pokazano powy¿ej taki zabieg czysto formalnie jest
jednak mo¿liwy.

Inn¹ grupê nowych modeli stanowi¹ odpowiednie
rozszerzenia znanego modelu Carreau [10], wystêpu-
j¹cego w dwóch odmianach — jako model 3-parametro-
wy, odpowiadaj¹cy �� = 0, lub model 4-parametrowy, dla
�� > 0:
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Trójparametrowe równanie (11) przewiduje doln¹
lepkoœæ newtonowsk¹ oraz zachowanie newtonowskie
dla n = 1, pseudoplastyczne dla n < 1, z lepkoœci¹ malej¹c¹
do zera, i dylatantne dla n > 1, z lepkoœci¹ rosn¹c¹ nie-
ograniczenie. Czteroparametrowy model (12) przewidu-
je zachowanie newtonowskie dla n = 1 oraz pseudoplas-
tyczne z doln¹ i górn¹ granic¹ lepkoœci dla n < 1 oraz
�� < �0. Traci natomiast sens w przypadku zachowania
dylatantnego z doln¹ i górn¹ lepkoœci¹ newtonowsk¹,
gdy¿, jak widaæ, dla n > 1 oraz �� < �0 s¹ mo¿liwe ujemne
wartoœci lepkoœci. Wadê tê mo¿na ³atwo usun¹æ w wyni-
ku wprowadzenia wartoœci bezwzglêdnej w wyk³adniku
potêgi wzoru (12) [13]:
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Jak ³atwo stwierdziæ, dla n < 1 oraz �� < �0 (zachowa-
nie pseudoplastyczne) równania (12) i (13) s¹ identyczne,
natomiast dla n > 1 oraz �� < �0 równanie (13) przewidu-
je, ju¿ prawid³owo, wzrost lepkoœci ze wzrostem szyb-
koœci œcinania do odpowiedniej wartoœci granicznej. Po-
wy¿sz¹ zmianê utrzymano te¿ w dalszych modyfika-
cjach równania Carreau.

Równanie Carreau ma jeden istotny mankament,
gdy¿ nie zawsze dok³adnie opisuje przebieg krzywych
lepkoœci w obszarze przejœciowym miêdzy zakresem
newtonowskim i potêgowym, a tak¿e niedoszacowuje
wartoœci dolnej lepkoœci newtonowskiej, w szczególnoœci
wtedy, gdy zakres przejœciowy jest szeroki. W celu zni-
welowania tej wady Yasuda zaproponowa³ wprowadze-
nie nowej sta³ej � w miejsce „dwójek” w równaniach (11)
i (12), co prowadzi, odpowiednio, do 4- i 5-parametrowe-
go modelu Carreau-Yasudy [10]. Taka modyfikacja,
mimo ¿e daje dobre rezultaty i jest szeroko stosowana,
nie jest ca³kowicie poprawna teoretycznie, gdy¿ teorie
fenomenologiczne i molekularne uzale¿niaj¹ lepkoœæ od
parzystych, a nie dowolnych potêg szybkoœci œcinania.
Zale¿noœæ od dowolnych potêg (jak np. w równaniu po-
têgowym) ma charakter asymptotyczny. Bardzo dobrym
sposobem na usuniêcie omówionych b³êdów teoretycz-
nych jest zast¹pienie dwumianów w podstawie potêg
wyra¿eñ (11) i (13) odpowiednimi wielomianami o pa-
rzystych potêgach, co prowadzi do wzorów [13]:
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W zastosowaniach praktycznych przybli¿enie k = 2
jest zwykle wystarczaj¹ce dla wiêkszoœci przypadków.
Redefiniuj¹c sta³e czasowe �i, równaniom (14) i (15) mo¿-
na nadaæ postaæ [13]:
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Nietrudno stwierdziæ, ¿e dla � = 2 równania (16) i (17)
stanowi¹ przypadki szczególne 4-parametrowego mode-
lu Carreau (11) lub 5-parametrowego modelu Carreau
(13). Modele (16) i (17) maj¹ w³asnoœci bardzo podobne
do w³asnoœci odpowiednich równañ Carreau-Yasudy,
lecz jak ju¿ wspomniano, s¹ bardziej poprawne teore-
tycznie.

Po przekszta³ceniu równañ (16) i (17) otrzymuje siê
inn¹ modyfikacjê modeli Carreau, o interesuj¹cych
w³asnoœciach, któr¹ zapisaæ mo¿na w postaci równa-
nia [18]:
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Wzór (18) obowi¹zuje dla przypadku �� > 0. Dla�� = 0
w wyk³adniku wzoru (18) zamiast sgn(1–n)/4 nale¿y
przyj¹æ 1/4. Otrzymane w ten sposób 4-parameterowe
równanie, dla n = 1 przedstawia zachowanie newtonows-
kie, dla n < 1 — zachowanie pseudoplastyczne a dla n > 1
— zachowanie dylatantne, oba z doln¹ lepkoœci¹ newto-
nowsk¹, natomiast 5-parametrowy model (18) dla �� < �0

i n < 1 przewiduje zachowanie pseudoplastyczne, a dla
�� > �0 i n > 1 — zachowanie dylatantne, oba z doln¹ i gór-
n¹ lepkoœci¹ newtonowsk¹.
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Interesuj¹c¹ alternatywê dla uogólnieñ równania Car-
reau, danych wzorami (14) i (15), mo¿e stanowiæ model
o ogólnej postaci:
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Nietrudno dostrzec, ¿e przyjmuj¹c �in = 0 oraz µ = 1 – n
otrzymuje siê równanie (14) dla �� = 0. Przy �in � 0 równa-
nie (19) stanowi w³aœciw¹ alternatywê dla modelu (15),
w którym�� > 0. W tym przypadku górn¹ lepkoœæ newto-
nowsk¹ (która nie jest parametrem) wyra¿a wzór:
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Dla µ > 0, w zale¿noœci od tego czy �kn < �kd, �kn > �kd

czy �kn = �kd, wzór (19) przedstawia, odpowiednio, ciecz
pseudoplastyczn¹, dylatantn¹ lub newtonowsk¹. U¿y-
teczn¹ alternatyw¹ dla 4-parametrowego równania Car-
reau w postaci (13) jest 4-parametrowy wzór:
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Nale¿y wspomnieæ, ¿e funkcje lepkoœci podobnego
typu (odpowiadaj¹ce najczêœciej µ = 2) wynikaj¹ z kilku
modeli fenomenologicznych cieczy lepkosprê¿ystych, do
których mo¿na zaliczyæ np. ró¿ne modele typu Oldroyda
lub Jeffreysa [10].

Omówione modyfikacje nie mog¹ s³u¿yæ do opisu za-
chowania bardziej z³o¿onego, które mo¿e siê objawiaæ
np. w³aœciwoœciami pseudoplastycznymi przy mniej-
szych szybkoœciach œcinania i dylatantnymi przy wiêk-
szych szybkoœciach œcinania, wykazywanych np. przez
liczne uk³ady o charakterze zawiesin. Innym typem za-
chowania z³o¿onego jest zachowanie pseudoplastyczne
przedzielone newtonowsk¹ stref¹ plateau. Zachowanie
takie wystêpuje czêsto w uk³adach, w których podczas
przep³ywu w okreœlonym zakresie szybkoœci œcinania
nastêpuje zmiana struktury wewnêtrznej cieczy, np. w
¿ywicach fenolowych, kopolimerach blokowych lub po-
limerach ciek³okrystalicznych. Do opisu tego typu uk³a-
dów proponowano zastosowanie liniowych kombinacji
prostych modeli Carreau [15]. Wydaje siê jednak, ¿e mo¿-
liwoœci lepszego opisu lepkoœci takich uk³adów, zwi¹za-
ne np. z ograniczeniem liczby parametrów w równa-
niach konstytutywnych, zapewnia u¿ycie tzw. równañ
wielomodowych, stanowi¹cych iloczyn dwóch lub kilku
cz³onów o podobnej strukturze. W tym przypadku przy-
jêto ogóln¹ strukturê tych cz³onów, która odpowiada
równaniu (19):
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Koncepcjê u¿ycia równañ wielomodowych tego typu
przedstawi³ ju¿ wczeœniej Yasuda [16]. Za pomoc¹ wzo-
ru, w którym cz³ony mia³y postaæ 3-parametrowego rów-
nania Carreau (11), próbowa³ on usun¹æ wspomniane
braki tego równania w opisie krzywych lepkoœci uk³a-
dów z szerok¹ stref¹ przejœciow¹.

Na podstawie dotychczasowego doœwiadczenia mo¿-
na stwierdziæ, ¿e wiêkszoœæ krzywych lepkoœci opisuje
ju¿ doœæ dobrze dwumodowe równanie o strukturze za-
wieraj¹cej tylko najwy¿sze potêgi wielomianów w rów-
naniu (22), tj.:
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Ponadto, wartoœci wspó³czynników k1 i k2 s¹ zwykle
równe 2 lub 4 (przy bardzo silnych zmianach lepkoœci).
Poni¿ej podano przyk³ady zastosowania równania (23)
do opisu krzywych lepkoœci cieczy reologicznie z³o¿o-
nych.

WERYFIKACJA DOŒWIADCZALNA MODELI

Weryfikacjê doœwiadczaln¹ nowych modeli oparto na
wynikach pomiarów krzywych lepkoœci ró¿nych uk³a-
dów, uzyskanych zarówno w ramach badañ w³asnych,
jak i opisanych w literaturze. Oceny modeli wynika-
j¹cych z teorii objêtoœci swobodnej dokonano na podsta-
wie pomiarów lepkoœci w temp. 25 °C, 11,4-proc. roztwo-
ru poliizobutylenu (PIB) w 2,6,10,14-tetrametylopentade-
kanie (TMPD) [17]. Roztwór ten, o w³aœciwoœciach pseu-
doplastycznych, stanowi wzorzec reologiczny (np. do
cechowania przyrz¹dów pomiarowych) zalecany przez
National Institute of Standards and Technology (NIST) w
USA.

Rysunek 1 przedstawia porównanie krzywej lepkoœci
11,4-proc. roztworu PIB w TMPD z przewidywaniami
4-parametrowego modelu (3), opartego na teorii objêtoœ-
ci swobodnej, jako funkcji � = f(�). Rysunek 2 przedstawia
natomiast odwrotn¹ (parametryczn¹) zale¿noœæ � = g(�
),
opart¹ na wzorach (3) i (4). Podane wartoœci parametrów
wyznaczono z danych doœwiadczalnych metodami re-
gresji nieliniowej, zgodnie z metodyk¹ przedstawion¹
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Rys. 1. Porównanie teoretycznej i doœwiadczalnej zale¿noœci lep-
koœci 11,4-proc. roztworu PIB w TMPD, w 25 °C, od naprê¿enia
œcinaj¹cego:�— dane doœwiadczalne, — — przewidywanie rów-
nania (3), �0 = 98,75 Pa · s, �0 = 13,723, � = 1,198 · 10-4 Pa1/n, n = 1,149
Fig. 1. Comparison of the theoretical and experimental dependen-
ce of viscosity of 11.4 wt % PIB solution in TMPD at 25 °C on the
shear stress:�— experimental data, — — predictive equation (3),
�0 = 98.75 Pa · s, �0 = 13.723, � = 1.198 · 10-4 Pa1/n, n = 1.149



w pracy [10]. Mo¿na stwierdziæ, ¿e model 4-parametro-
wy bardzo dobrze opisuje dane pomiarowe w ca³ym za-
kresie, co œwiadczy o poprawnoœci jego za³o¿eñ.

Dok³adnoœæ opisu krzywych lepkoœci omawianego
uk³adu przez model przybli¿ony, dany równaniami (8) i
(10), ilustruj¹ rys. 3 i 4, bêd¹ce jakoœciowymi odpowied-
nikami rys. 1 i 2. Widaæ, ¿e 3-parametrowy model przy-
bli¿ony opisuje wyniki pomiarów lepkoœci równie do-
brze jak 4-parametrowy model dok³adny. Wskazuje to, ¿e
naprê¿enia œcinaj¹ce s¹ znacznie mniejsze ni¿ wartoœci
charakterystyczne dla obszaru górnej lepkoœci newto-
nowskiej. Korzystn¹ cech¹ zarówno modelu dok³adnego,
jak i przybli¿onego jest bardzo dobre odwzorowanie
krzywej lepkoœci w zakresie dolnej lepkoœci newtonows-

kiej (ma³ych naprê¿eñ œcinaj¹cych), mimo ¿e rzeczywista
wartoœæ parametru n � 1,1 znacznie odbiega od teoretycz-
nej wartoœci n = 2, charakterystycznej dla tego obszaru
[10].

Jak ju¿ wspomniano jedn¹ z istotnych cech równania
Carreau (12), stanowi¹c¹ niekiedy jego wadê, jest doœæ
w¹ska strefa przejœcia miêdzy zakresem newtonowskim i
potêgowym. W konsekwencji w uk³adach maj¹cych sze-
rok¹ strefê przejœciow¹ równanie to niedok³adnie opisuje
zmiany lepkoœci w tej strefie oraz niedoszacowuje war-
toœci lepkoœci newtonowskiej. Wœród materia³ów poli-
merowych najczêœciej polimery rozga³êzione, polimery o
szerokim rozk³adzie ciê¿aru cz¹steczkowego i niektóre
mieszaniny polimerowe maj¹ szerok¹ strefê przejœciow¹
(rozci¹gaj¹c¹ siê nie na jedn¹ lecz na kilka dekad szyb-
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Rys. 2. Porównanie teoretycznej i doœwiadczalnej zale¿noœci lep-
koœci 11,4-proc. roztworu PIB w TMPD, w 25 °C, od naprê¿enia
œcinaj¹cego:�— dane doœwiadczalne, — — przewidywanie rów-
nañ (3) i (4), �0 = 98,75 Pa · s, �0 = 13,723, � = 1,198 · 10-4 Pa1/n, n = 1,149
Fig. 2. Comparison of the theoretical and experimental dependen-
ce of viscosity of 11.4 wt % PIB solution in TMPD at 25 °C on the
shear stress: � — experimental data, — — predictive equations
(3) and (4), �0 = 98.75 Pa · s, �0 = 13.723, � = 1.198 · 10-4 Pa1/n, n = 1.149
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Rys. 3. Porównanie teoretycznej i doœwiadczalnej zale¿noœci lep-
koœci 11,4-proc. roztworu PIB w TMPD, w 25 °C, od naprê¿enia
œcinaj¹cego:�— dane doœwiadczalne, — — przewidywanie rów-
nania (8), �0 = 98,75 Pa · s, � = 2,124 · 10-3 Pa1/n, n = 1,079
Fig. 3. Comparison of the theoretical and experimental dependen-
ce of viscosity of 11.4 wt % PIB solution in TMPD at 25 °C on the
shear stress:�— experimental data, — — predictive equation (8),
�0 = 98.75 Pa · s, � = 2.124 · 10-3 Pa1/n, n = 1.079
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Rys. 4. Porównanie teoretycznej i doœwiadczalnej zale¿noœci lep-
koœci 11,4-proc. roztworu PIB w TMPD, w 25 °C, od szybkoœci œci-
nania:�— dane doœwiadczalne, — — przewidywanie równañ (8)
i (10), �0 = 98,75 Pa · s, � = 2,124 · 10-3 Pa1/n, n = 1,079
Fig. 4. Comparison of the theoretical and experimental dependen-
ce of viscosity of 11.4 wt % PIB solution in TMPD at 25 °C on the
shear rate: �— experimental data, — — predictive equations (8)
and (10), �0 = 98.75 Pa · s, � = 2.124 · 10-3 Pa1/n, n = 1.079
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Rys. 5. Porównanie doœwiadczalnej lepkoœci w 190 °C mieszaniny
PE-LD/PP (�) z krzywymi wed³ug równania Carreau oraz jego
modyfikacji; - - - — równanie Carreau (12): �� = 0, �0 = 8040 Pa · s,
n = 0,23, � = 0,81 s; — — równanie (17): �� = 0, �0 = 10 500 Pa · s, n =
0,02, � = 0,46 s, � = 43,5; — — równanie (18): �� = 0, �0 = 10 500 Pa · s,
n = 0,02, � = 0,92 s, � = 43,5 [krzywe wed³ug równañ (17) i (18)
pokrywaj¹ siê niemal ca³kowicie]
Fig. 5. Comparison of the experimental viscosity of PE-LD/PP
blend at 190 °C (�) with the curves according to the Carreau equa-
tion and its modifications; - - - — Carreau equation (12): �� = 0, �0 =
8040 Pa · s, n = 0.23, � = 0.81 s; — — equation (17): �� = 0, �0 =
10 500 Pa · s, n = 0.02, � = 0.46 s, � = 43.5; — — equation (18): �� = 0,
�0 = 10 500 Pa · s, n = 0.02, � = 0.92 s, � = 43.5 [curves according to the
equations (17) and (18) overlap almost completely]



koœci œcinania). W celu pokazania wspomnianych wad
równania Carreau oraz korzystnych cech proponowa-
nych równañ (17) i (18), bêd¹cych jego modyfikacj¹, na
rys. 5 przedstawiono krzyw¹ lepkoœci mieszaniny
PE-LD/PP, wybranej na podstawie ró¿nych badañ w³as-
nych, specjalnie ze wzglêdu na du¿¹ szerokoœæ strefy
przejœciowej. Jak widaæ równanie Carreau wykazuje doœæ
du¿e odstêpstwa od rzeczywistego przebiegu krzywej
lepkoœci, które mog¹ siêgaæ nawet 30 % (dla lepkoœci
newtonowskiej wynosz¹ ok. 20 %, o czym œwiadcz¹ sta³e
�0 z rys. 5). Oba równania w³asne, doskonale i niemal
identycznie (obie krzywe w praktyce pokrywaj¹ siê), opi-
suj¹ rzeczywisty przebieg krzywej lepkoœci, a odstêp-
stwa wynosz¹ najwy¿ej kilka procent. Co ciekawe, mimo
ró¿nej struktury równañ (17) i (18) ich parametry s¹ takie
same, z wyj¹tkiem sta³ej czasowej, która dla równania
(18) jest dwukrotnie wiêksza. Pozornie ma³e ró¿nice miê-
dzy wartoœciami lepkoœci odpowiadaj¹cymi ró¿nym
równaniom s¹ wynikiem u¿ycia na rys. 5 skal logaryt-
micznych.

W celu zobrazowania mo¿liwoœci opisu doœwiadczal-
nych krzywych lepkoœci przez równanie (21), bêd¹ce
alternatyw¹ dla 4-parametrowego równania Carreau
(12), na rys. 6 przedstawiono za pomoc¹ równania (21)
opis krzywej lepkoœci 2-proc. roztworu poliizobutylenu
w mieszaninie ciek³ych wêglowodorów nasyconych,
o handlowej nazwie Primol [18].

Jak widaæ, dla podanych wartoœci sta³ych równanie
(21) stanowi ca³kiem dobry model opisu krzywej lepkoœ-
ci wspomnianego uk³adu. Mo¿liwoœci ewentualnej po-
prawy tego opisu daj¹ zwiêkszenie stopnia wielomianów
w liczniku i mianowniku wzoru.

Rysunek 7 przedstawia krzyw¹ lepkoœci polimeru
ciek³okrystalicznego Vectra B950 — terpolimeru kwasu
2,6-hydroksynaftoesowego, kwasu hydroksybenzoeso-

wego oraz aminofenolu w stosunku molowym 0,6:0,2:0,2
[19]. Tego typu krzyw¹ ze stref¹ plateau (zakres newto-
nowski) mo¿na dobrze opisaæ za pomoc¹ niepe³nego
równania dwumodowego o postaci:
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Wartoœci szeœciu parametrów równania (24) podano
w opisie rys. 7. Równanie (24) jest przypadkiem szczegól-
nym ogólniejszego równania (23).

Najbardziej z³o¿ony przyk³ad krzywej lepkoœci ilu-
struje zachowanie pseudoplastyczne przy ma³ych szyb-
koœciach œcinania oraz zachowanie dylatantne z górn¹
lepkoœci¹ newtonowsk¹ przy du¿ych szybkoœciach œci-
nania, które jest obserwowane w stê¿onych wodnych
zawiesinach skrobi kukurydzianej [20]. Krzyw¹ lepkoœci
tego typu jest w stanie dobrze opisaæ pe³ne, dwumodo-
we, 7-parametrowe równanie typu (22) o specyficznej
postaci:
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Na rysunku 8 pokazano porównanie rzeczywistej
krzywej lepkoœci omawianego uk³adu z jej opisem teore-
tycznym za pomoc¹ równania (25). Parametry tego rów-
nania podano w podpisie rys. 8. Widaæ, ¿e stosunkowo
proste równanie, zawieraj¹ce relatywnie niewielk¹ liczbê
parametrów, jest w stanie ca³kiem dobrze opisaæ bardzo
z³o¿on¹ krzyw¹ lepkoœci w piêciorzêdowym przedziale
wielkoœci szybkoœci œcinania.

Zastosowanie równania wielomodowego wymaga
odpowiedzi na pytanie, ile mód nale¿y przyj¹æ w równa-
niu, aby — przynajmniej potencjalnie — opisaæ dan¹
krzyw¹. Liczba mód musi byæ równa liczbie zakresów,
w których dany uk³ad wykazuje zachowanie nienewto-
nowskie, przy czym zakresy te s¹ oddzielone zakresami
zachowania w przybli¿eniu newtonowskiego. Tak wiêc,
na krzywej na rys. 7 mo¿na wyró¿niæ pierwszy zakres,
w którym wystêpuje zachowanie pseudoplastyczne z

POLIMERY 2015, 60, nr 10 641

1

10

100

1000

0,001 0,01 0,1 1 10 100

Szybkoœæ œcinania, 1/s

L
ep

k
o
œæ

,
P

a
·
s

Rys. 6. Porównanie teoretycznej i doœwiadczalnej zale¿noœci lep-
koœci 2-proc. roztworu PIB w Primolu, w 25 °C, od szybkoœci œci-
nania; �— dane doœwiadczalne, — — przewidywanie równania
(21), �0 = 950 Pa · s, �1 = 0,032 s, �2 = 240 s, µ = 0,630, (�� = 3,4 Pa · s)
Fig. 6. Comparison of the theoretical and experimental dependen-
ce of viscosity of 2 wt % PIB solution in Primol at 25 °C on the
shear rate; �— experimental data, — — predictive equation (21),
�0 = 950 Pa · s, �1 = 0.032 s, �2 = 240 s, µ = 0.630, (�� = 3.4 Pa · s)
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Rys. 7. Krzywa lepkoœci polimeru ciek³okrystalicznego Vectra
B950 w 310 °C: � — dane doœwiadczalne, — — przewidywanie
równania (24), �0 = 3600 Pa · s, �1 = 1,2 · 10-3 s, �2 = 2,1 · 10-4 s, �3 =
3,0 s, µ1 = 0,60, µ2 = 0,84
Fig. 7. Viscosity curve of liquid crystal polymer Vectra B950 at
310 °C:�— experimental data, — — predictive equation (24), �0 =
3600 Pa · s, �1 = 1.2 · 10-3 s, �2 = 2.1 · 10-4 s, �3 = 3.0 s, µ1 = 0.60, µ2 = 0.84



doln¹ i górn¹ granic¹ lepkoœci (ta pierwsza nie jest wi-
doczna) oraz drugi zakres — pseudoplastyczny, wy³¹cz-
nie z doln¹ granic¹ lepkoœci. Jak widaæ, w modelu (24)
wystêpuj¹ obydwie mody opisuj¹ce te zakresy (w od-
wrotnej kolejnoœci). Krzywa z rys. 8 ma dwa zakresy —
jeden z zachowaniem pseudoplastycznym, drugi — z dy-
latantnym, przy czym oba maj¹ doln¹ i górn¹ granicê lep-
koœci. Fakt ten uwzglêdnia odpowiadaj¹cy jej dwumodo-
wy wzór (25). Stopieñ wielomianu mody zale¿y g³ównie
od szybkoœci zmian lepkoœci w danym zakresie. Lepkoœæ
zawiesiny skrobi na rys. 8 powy¿ej 10 s-1 roœnie bardzo
szybko, dlatego temu zakresowi odpowiada moda z
szybkoœci¹ œcinania w potêdze 4 (a nie 2).

Omawiaj¹c modele wielomodowe, umo¿liwiaj¹ce
adekwatny opis krzywych lepkoœci uk³adów z³o¿onych
reologicznie, nale¿y zwróciæ uwagê na mo¿liwoœæ u¿ycia
do tego celu równania (7) jako pojedynczej mody. Po
uwzglêdnieniu logarytmicznej formy tego zapisu mo¿na
zauwa¿yæ, ¿e iloczyn wiêkszej liczby mód bêdzie mia³
nastêpuj¹c¹ postaæ logarytmiczn¹:
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Nietrudno stwierdziæ, ¿e równanie wielomodowe
(26) zachowuje pierwotn¹, wyk³adnicz¹ strukturê po-
jedynczej mody. Zasady doboru liczby mód oraz licz-
by parametrów w modzie s¹ tu podobne, jak w przy-
padku omawianych powy¿ej równañ z modami potê-
gowymi.

Nale¿y te¿ wspomnieæ, ¿e wszystkie omówione mo-
dele, przedstawiaj¹ce lepkoœæ jako funkcjê szybkoœci œci-
nania, mog¹ mieæ odwrotn¹ reprezentacjê przedstawia-
j¹c¹ lepkoœæ jako funkcjê naprê¿enia œcinaj¹cego. Podob-
nie jak to pokazano — zarówno analitycznie, jak i graficz-
nie — w przypadku modeli wynikaj¹cych z teorii objê-
toœci swobodnej, reprezentacja ta ma zwykle charakter
parametryczny. Zasady tworzenia takich odwrotnych
modeli w skrócie mo¿na przedstawiæ nastêpuj¹co:

— w przypadku gdy wyjœciowe równanie lepkoœci
ma postaæ � = f(�), równanie odwrotne � = g(�
) ma nastê-
puj¹c¹ reprezentacjê parametryczn¹:

� = f(�) (27)

�

( )



�

�
�

f
(28)

gdzie parametrem jest naprê¿enie œcinaj¹ce �.
— W przypadku, gdy wyjœciowym równaniem lep-

koœci jest � = g(�
), parametryczna postaæ równania od-
wrotnego � = f(�) jest nastêpuj¹ca:

� = g(�
) (29)

� = g(�
)·�
 (30)

gdzie parametrem jest szybkoœæ œcinania �
.
W niektórych równaniach, np. w równaniu potêgo-

wym, parametr mo¿na ³atwo wyeliminowaæ i uzyskaæ
nieparametryczn¹ postaæ analityczn¹ zale¿noœci odwrot-
nej.

PODSUMOWANIE

Przedstawione modele opisu krzywych lepkoœci w
ustalonych przep³ywach œcinaj¹cych uogólnionych
cieczy newtonowskich obejmuj¹ modele typu moleku-
larnego, wykorzystuj¹ce teoriê objêtoœci swobodnej,
oraz modele typu fenomenologicznego, które mo¿na
traktowaæ jako uogólnienia równania lepkoœci Car-
reau. Pierwsza grupa modeli opiera siê g³ównie na in-
terpretacji zjawisk obserwowanych w uk³adach poli-
merowych, podczas gdy grupa druga wykorzystuje
zasadê, ¿e lepkoœæ mo¿e byæ funkcj¹ jedynie parzys-
tych potêg szybkoœci œcinania (b¹dŸ naprê¿enia œcina-
j¹cego). Wprowadzono równie¿ tzw. modele wielomo-
dowe, stanowi¹ce iloczyn kilku czynników (mód) o
podobnej strukturze, które mog¹ s³u¿yæ do opisu krzy-
wych lepkoœci uk³adów o z³o¿onym zachowaniu, np.
pseudoplatyczno-dylatantnym. Na podstawie ró¿no-
rodnego materia³u doœwiadczalnego wykazano, ¿e
proponowane modele mog¹ s³u¿yæ do opisu nieraz
bardzo z³o¿onych krzywych lepkoœci. Omówiono tak-
¿e sposób tworzenia tzw. modeli odwrotnych, ma-
j¹cych najczêœciej postaæ parametryczn¹.

Praca finansowana z dotacji Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa
Wy¿szego na dzia³alnoœæ statutow¹ Wydzia³u Chemicznego
Politechniki Wroc³awskiej.
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